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MATRINGALE GENELLESTIRMELERI VE BU GENELLESTIRMELER
ALTINDA KORUNAN MATRINGALE OZELLIKLERI UZERINE BIR
INCELEME

oz

Arg.Gor.Omer ONALAN™

Bu galismada, Amartlar, quismartingale, limitle martingale, zamanla-adillesen oyunlar, il-
erleyici martingale, Nihai martingaleler gibi martingale genellestirmeleri altinda yedi
dnemli martingale 6zelliginin korunmas aragtirlmaktadr.

LGirig: (,F,P), bir ihtimal uzay:, her
n<l igin {Fo} artan  O-cisimlerinin
(F & Far 1 & F) bir ailesi olsun {Fo} agikar
o-cisimi, {Xo} ise (QQF,{Fa}a—> 1P)
stokastik bazina gore “uyanbmus™ (adapted)
tesadiifi degigkenlerin bir dizisi n>1 igin
di=X1 ve  do=Xo—Xa-1  olarak

tanmlansin : T ise durma zamam olsun.

{Xn, Fan> 1} stokastk stireci  asagdaki
sekillerde tanumlanabilir.

o0
w7/ E]E(dn] Fo- 1)} < @, ise siirece
n=1
“quasimartingale” denir.(Orey,s.1967)

(2) T, tim simrh duruma zamanlanmn kiimesi
olmak iizere, net{E(Xc):t e T} yakinsaksa,

stirece “Amart” denir. (Edgar ve Sucheston,
1977)

(3) Siire¢ hemen her yerde,

E(Xm[Fn)— an: 0 (1.1)

LimSup
n—n

m>n
kosulunu saghyorsa siwrece, “Limitte Martin-
gale” (Martingale in the hmit) denir. (Mucc
1973)
(4 (1.1) kosulu ihtimal anlanmimnda saglamyorsa,
siitece “zamanla adillesen oyyun™ (a game
fairer wiht time) denir.(Blake, 1970)
(5) Bn = [E(Xn+ 1[ Fn) = Xn]

olmak iizere n > 1 igin
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o0

Ba & Ba+1 ve P({JBw) =1 olursa
n=1

siirece  “ilerleyici (Profressive) martingale

denir. (Alloin, 1970)

(6 P{E(Xn/Fn— 1= Xn,sonsuz kere] = 0

oluyorsa, siirece “Nihai (Evantual) Martingale”
denir. (Tomkins, 1975)

Bu martingale genellestirmelerinin 6zel-

likleri ve aralanmdaki {ligkiler; Bellow ve
Dvartezky(1980), Blake(1978) Edgar ve
Suceston(1976,1980)ve Tomkins 1975,1983)’in
¢ahymalanyla agikdammistr.

Ozellikle Edgar ve  Suchreston

(1977 de martingale’lerin bes Snemli 6zel-
liginin amartlar tarafindanda saglandigon, fakat
bu ozelliklerden sadece bir tanesinin “limitte
martingale™ler i¢inde gegerli oldugu karutlan-
maktadir.

2. Martingale Ozellikieri

Stokostik siireglerin bir ¥ ailesi igin
martingale o6zelliklerinden yedi tanesini ¢ok
genel olarak tarumlayip her bir martingale
genellestirmesi i¢in bu &zelliklerin gegerligi
aragtirlacaktyr,

2.1.A. En Iyi Durma Ozelligi: y, ailes-
inin her {Xa, Fa:n > 1} siireci ve her T durma
zamann i¢in X*n= Xt.n olmak tzere
{X%q Fain > 1} siireci tekrar 7 ailesinin bir

elemam oluyorsa x‘ya en iyl durma ozelligi
altinda kapaldir denir.

Bu Ozelligin Amartlar igin saglandigy
fakat zamanla adillesen oyunlar ve limitte
martingale’ler igin  saglanmadi Edgar ve
Sucheston {1976-1977) gosterilmistir.
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Asagidaki  teorem  diger ¢ martingale
genellesmesininde en iyi durma Gzellfini
korudugunu gésterir.

Teorem 2.1. flerleyici martingale, Nihai
martingale ve quasimartingale en iyi duma
Szelligini korur.

2.2.B. Segimlik Ornekleme y‘deki her
{Xn., Funz 1}
zamanlarinin TnT o0 olacak sekilde {Tn} dizisi
igin {X T, FTnin = 1} siirecinde x‘de ise ¥
ailesine secimlik omekleme Szelligine sahiptir
denir.

Edgar ve Sucheston(1976)daki (1.6)
numaralh  6ndénerme  segunlik  6mekleme
dzellginin her armart igin sagladigini géster-
mektedir. Diger taraftan Edgar ve Sucheston
(1977) de ise bu 6zeligin, zamanla adillesen
oyyunlar veya limitte martingale’ler igin
saglanmasma gerek olmadifing isaret edil-
mektedir.

Ote yandan, quasimartingale’ler ise
seimlik  6mekleme  Szelligini her zaman
saglarlar. Bununia birlikte diizgiin smirh ve
tlerleyici martingale’ler her zaman bu oézellifi
saglamayabilirler.

2.3.C. Riesz Ayrisim Ozelligi: y ailes-
inin her {Xn, Fonz 1} ayesi, n —» ooigin
Xon=Mn+ Zn formunda yazlabilirse, ¥
allesinin  Riesz Ayngumuna sahip oldugu

soylenir. Bu aynsimda {Nin, Fon = 1} bir

martingale {Zn, Funsz l}ise bir potansiyeldir.
Yani n —» o0 yaklagtiginda E(Z¢-—>0 dur.
Bu 6zellik saglamyorsa,

E(Xo)=EMa)+E(Zn)=
=EMu)+E(ZT(Q))—>EM)

oldugundan{E(Xn)}
dizisi yakinsak olmalidir,

Edgar ve Sucheston (1976)’da amartlar
ve quasimartingale’lerin Reisz Ayngunna tabi
olup, zamanla adillesen oyunlar ve limitte
martingale’lerin  Reisz Ayngumina uymadidy
gosterilmigtir. Tomkins(1983)’de ise yakinsak
olmayan {E(Xa)} dizsi igin {Xn} Nihai
martingalenin Riesz Aynstmuna uymadii
gasterilmektedir. flerleyici martingale’lerde her
zaman Reisz Aynsimina uymamaktadir.

siitect ve smrh durma
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2.4.D. Maksimal Egitsizlik Ozelligi:
y “da

Sup Ean}( o0
nx=1
kosulunu saglayan her {Xn}dizisi igin,

[ 1
Sup AP/ Sup| Xn|> 4 |
>0 n>1 J
simal esitsizlik 6zelliginin ¥ ailesi igin gegerli
oldugu sOylemnir.

Edgar ve Sucheston (1976,1977Yde
amartlann dolayisiyla quasimartingale’lerin bu
Ozellige sahip olduklan, limitte martingaleler ve
zamanla adillesen oyunlann ise genelde bu
ozelligi saglamadiklan gosterilmistir.  Ayrica
ilerleyici martingale ve Nihai martingale ise bu
Ozellife uymaz. .

< 1se, mak-

2.5.E. Hemen Heryyerde Yakinsama
Orelligi:

x‘nun her L1 siurh iiyesi hemnen hemen
heryerde yakmsaksa, y atlesinin hemen hery-
erde yakinsama d&zelligine sahip oldugu
soylenir. Tomkins (1983’ de Nihai martingale
ve zamanila adillesen oyyunlarm bu Szellige her
zaman sahip olmadifn gostertimistir,

2.6.F. Dénitgtiirme Ogelligi:
{ Vn}, Fa- 16lgiilebilir tesadiifi degiskenlerin bir
dizisi olsun asagidaki 6zellikler saglandiginda
ailesinin donistim ozellifine sahip oldugu
sdylenir. (Burkholder, 1966}

¥ *de verilmis bir {Xn,'Fn: n:x 1} siireci igin

i-(Tn, Faynn > 1) dénitsiunii y*dadir. Burada
(To= Z Vi(Xk— Xk-1),n = 1) dur.

k=1
ii-{Xa}, Li-smirh ise {Tn} dizisi

Sup |Vij< o |

|
l
L n21

| |




Oneri, C.1,8.2

olayr iizerine, hemen heryerde yakinsar. Al-
loin(1970) bu 6zelligin ilerleyici martingale igin
saglandifim gostenr.

Bir quasimartingale’in her déniisiimit

i )
'LSup [Va|< 0

1
n2l J

olayt izerinde hemen hervyerde yakinsakfur.

2.7.G. Kare Toplanabilme Ozelligi:
y mun Li-siarh her elemam

o

2. (Xn- Xn-1)* <

n=1

kosulunu sagltyorsa, y, ailesine her kare topla-
nabilme 6zellifine sahiptir denir.

Alloin (1970)de bu ozelligin ilerleyici
martingale’ler i¢in saglandug fakat nithai mart-
ingaleler igin saglanamadig gosterilmistir.

Bu 6zellik limitle martingale ve zamanla
adillesen oyunlar igin basansiz olabilir. Fakat
quasimartingale’ler igin saglanur.

3.Lt - Baskin Duruin:
Burada {Xa} dizisinin L1 - Baskin

oldugu, yani,

E(Y)< Ove
neliginXni< Y (3.1)

oldugu varsaydacaktir. ‘

Bir amart ve bir martingale notasyonun
(3.1) kosulu altinda denk oldugu, Edgar ve
Sucheston (1977) ve Blake(1978y’de gbster-
ilmistir. L1 - Baskin durumda, limitte martingale
her zaman AB.C ve D Ozellikleriru saglar.
(Blake,1981)

Bir skotastik dizinin (3.1) kosulu altinda
bir “zamanla adillegen ovun” olmas igin gerek
ve yeter kosul, ihtimal anlamuinda yakinstyor
olmasidir. (Mucci, 1973) Bu da L1 - Baskin
“zamanla adillesen bir oyunun” segimlik
omekleme dzelligini sagladifini gosterir. Ayrica
bu Riesz Aynsim dzelliginide saglamaktadur.

L1 - Baskm Nihai martingale’lerin EF ve
G ozeliklerini sagladigt Tomkins (1983)'de
gorillebilir. Aynca Tomkins (1975) de ilerleyici
martingale’lerin  ve Nihai martingalelenin C
ozelligini sagladiguru igaret edilmektedir.

Sonug:

~ Cahsmann sonuglan agagidaki tablo ile
ozetlenebilir. Burada “*” 6zelligin genelde
degilde 11 - Baskin durumda saglandifim
gostermektedir.

Martingale Genellestirmeleri Martingale Ozelligi

A B C D E F G
Quasimartingale E E E E E H E
Amartlar E E E E E H H
Limmitte Martingaleler H* H* H* H* E H H
Zamanla Adillesen Oyunlar H* H* H* H* H H H
flerleyici Martingaleler E H H* H* E E E
Nihai Martingaleler E H H* H* H* H* H*
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