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Ozet: Bu calismada, kiiciik timlenmis modiiller kullanilarak kiiciik radikal tiimlenmis modiiller
tanimlanmistir ve bu modiillerin ¢esitli 6zellikleri elde edilmistir. Her kii¢iik tiimlenmis
modiiliin ve her zayif radikal tiimlenmis modiiliin kiigiik radikal tiimlenmis modiil oldugu
aciktir. Bu Onermelerin terslerinin dogru olmadigina dair 6rnekler verilmistir. Kiigiik radikal
timlenmis modillerin smifinin sonlu toplamlarda ve boliim modiillerinde korundugu
ispatlanmistir. Bunun yani sira, sol kalitsal halka tizerindeki bir M modiiliinin N € M olacak
sekilde N kiiglik modiilii i¢in M nin kiigiik radikal tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosulun
% bolim modiiliiniin kiiclik radikal tiimlenmis olmasi gerektigi gdsterilmistir. Ayrica sol
kalitsal R halkas1 i¢in R sol R —modiiliiniin kii¢iik radikal tiimlenmis olmasi igin gerekli ve
R
Rad(R)
Ayrica, lokal Dedekind bolgesi iizerinde her kiigiik radikal tiimlenmis modiiliin radikal
tiimlenmis oldugu ispatlanmstir.

yeterli kosulun bolim modiiliintin kiigiik tiimlenmis olmasi gerektigi gdsterilmistir.

Anahtar kelimeler: Kiigiik modiil, Kiigiik tiimleyen, Radikal
Small Radical Supplemented Modules

Abstract: In this paper, we introduce the notion of small radical supplemented modules, which
is adapted from small supplemented modules and obtain the various properties of these
modules. It is clear that every small supplemented module and weakly radical supplemented
module are small radical supplemented modules. In this study, we give examples for which the
converses of these propositions need not to be true. We prove that the class of small radical
supplemented modules is closed under finite sums and factor modules. Moreover, it is shown
that a submodule N of M which is small in M is small radical supplemented if and only if % is
small radical suplemented where M is a module over any left hereditary ring. Nevertheless, we
show that for a left hereditary ring R, zR is small radical supplemented if and only if Rag(R) is
small supplemented. Also, we prove that every small radical supplemented module over a local
Dedekind domain (DVR) is radical supplemented.
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1. Giris

Bu makalede, biitiin halkalar birimli ve birlesmeli, biitiin modiiller {initer sol R —modiil
olarak almacaktir. R bir halka ve M bir R—modiil olsun. M modiiliiniin N alt modiilii
N c M ile gosterilir. L < M olmak tizere M modiiliiniin sifirdan farkli her N alt
modiilii icin LN =0 ise L alt modiiline M modiiliiniin biiyiik alt modiilii denir ve
L <Mile gosterilir. S < M olmak iizere M modiiliiniin her L 06z alt modiilii i¢in
M =S +L ise Salt modiline M modiliinin kiiciik alt modiilii denir ve S M ile
gosterilir [8]. Eger M bazi modiillerin kiigiik alt modiilii ise M modiiliine kiigiik modiil
denir [5]. Yine bu calismadaki Teorem 1’de E(M), M modiiliiniin injektif biirtimii
olmak iizere M modiiliiniin kii¢iik modiil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun M

modiiliiniin E(M) nin kiigiik alt modiilii olmas: gerektigi gosterilmistir. Rad (M)

semboliiyle M modiiliiniin biitiin maksimal alt modiillerinin arakesiti gosterilecektir ve
buna M modiiliiniin radikali denir.

M bir R—modil ve N < M olsun. M =N + L seklindeki M modilinin L alt
modiillerinin minimali olan K alt modiiline, N alt modiiliniin #imleyeni denir. K alt
modiliiniin N alt modiiliinlin tlimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M =N + K ve
N NK[O Kolmasidir. Eger M =N+K ve NNKI M ise Kalt modiline N alt
modiliiniin zayif tiimleyeni denir. Eger M modiiliiniin her alt modiilii (zayif) timleyene
sahip ise M modiiliine (zayyf) timlenmis modiil denir, [6], [8]. Artin modiiller
timlenmis ve timlenmis modiiller zayif timlenmistir. Eger Rad(M), M modiiliinde

timleyene sahip ise M modiline radikal timlenmistir denir [9]. Bu modiiller
timlenmis modiillerin bir 6z genellestirmesidir. Eger M modiiliinin Rad(M) < N

olacak sekildeki her N alt modiili M modiiliinde bir timleyene (zayif tiimleyene) sahip
ise M modiiliine gii¢lii radikal tiimlenmis (zayif radikal tiimlenmis) modiil denir [3, 7].
Ozel olarak [7] nolu kaynaktaki Sonug 3.3 de lokal Dedekind bolgesi iizerindeki zayif
radikal timlenmis modiillerin (gii¢lii) radikal tiimlenmis oldugu gosterilmistir.

[1] nolu makalede zayif tiimlenmis modiller kiigilk tiimlenmis modiillere
genellestirilmigtir. M modiiliiniin her U alt modiilii bir V kiigiik tiimleyene sahip ise
yani M =U +V ve U NV kiigiik modiil ise M modiiliine kiigiik tiimlenmistir denir.
Ayni1 makalede bu modiillerin ¢esitli 6zellikleri elde edilmis ve lokal Dedekind bolgesi
tizerinde kiigiik tlimlenmis modiillerin yapis1 arastirilmistir.

Biz bu c¢alismada yukaridaki tanimlardan yola ¢ikarak modiiliin radikalini i¢eren her alt
modiilii  kiiclik tiimleyene sahip modilleri tanimladik. Eger M modiiliiniin
Rad(M) cU olacak sekildeki her U alt modiili M modiiliinde bir kiigiik tiimleyene

sahip ise M modiiliine kiiciik radikal tiimlenmis modiil denir.
Bu calismada kiigiik radikal tiimlenmis modiillerin ¢esitli 6zellikleri arastirilmistir.

Kiigiik radikal tiimlenmis modiillerin simifinin sonlu toplamlar ve boliim modiilleri
altinda kapali oldugu gosterilmistir. Eger M modiilii kiiciik radikal tiimlenmis ise

Z(M) boliim modiiliiniin yar1 basit oldugu ispatlanmistir. Ayrica, sol kalitsal R
halkasi tizerindeki her sol R —modiiliin kiiglik radikal timlenmis olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosulun boliim modiiliiniin  kiiglik tiimlenmis olmas1 gerektigi

Rad(R)
gosterilmistir. Bunun yani sira, lokal Dedekind bolgesi (DVR) {izerindeki her kiiciik
radikal tlimlenmis modiiliin radikal timlenmis oldugu ispatlanmistir.



2. Kiiciik Radikal Tiimlenmis Modiiller

Her kii¢iik tiimlenmis modiiliin kii¢lik radikal tiimlenmis modiil oldugu agiktir. Ama
tersi her zaman dogru degildir. Yani kiigiik radikal tiimlenmis modiiliin kii¢lik
tiimlenmis modiil olmas1 gerekmez. Asagida bu duruma bir 6rnek verilmistir.

M bir modiil olmak iizere eger Rad (M )=M ise M modiiliine radikal modiil denir.
Onerme 2.1. Her radikal modiil kiigiik radikal tiimlenmistir.

Ispat: M bir radikal modiil olsun. [3, Onerme 2.2] geregi M zayif radikal tiimlenmis
modiil olup M kiigiik radikal timlenmistir. O

P(M), M modiiliiniin biitiin radikal alt modiillerinin toplami olmak iizere P(M ), M

modiiliiniin en biiylik radikal alt modiiliidiir.

Sonug 2.2. Her M modiilii igin P(M ) kiigiik radikal timlenmistir.

Ispat: Onerme 2.1 den agiktir. L

Ornek 2.3. R lokal Dedekind bolgesi ve K, R nin kesir cismi olmak tizere K sol R—
L ) . K

modiilii injektif olsun. Ayrica Z* pozitif tam sayilar kiimesi olmak tizere M =, (E)

sol R—modiliinii gdz oniine alalim. R Noetherian oldugundan M injektiftir. [2,
Onerme 4.4] geregi M radikal modiil olup Onerme 2.1 den M kigiik radikal
tiimlenmistir. Diger taraftan M kiiciik tiimlenmis degildir [1, Onerme 6.7].

Her zayif radikal tiimlenmis modiil kii¢iik radikal tiimlenmistir. Asagida tersinin daima
dogru olmadigma dair bir 6rnek verilmistir. Sifir radikale sahip her zayif radikal
tiimlenmis modiil yar1 basittir.

Ornek 2.4. Yari basit olmayan M = [ modilii verilsin. Rad(M)=0 olup

M, E(M )zD da kiiciiktiir. Dolayisiyla M modiiliiniin her alt modiili kiiciik

modildiir. O halde M kiiglik (radikal) tiimlenmistir. Diger taraftan M zayif radikal
timlenmis degildir.

Modiiller ile ilgili asagidaki diyagram verilebilir:

/ Zayif Tiimlenmis \

Zayif Radikal Tiimlenmis Kiiclik Tiimlenmis

\ Kiiciik Radikal /

Timlenmis

Onerme 2.5. M kiiciik radikal tiimlenmis modiil olmak iizere Rad (M )[I M olsun.
Bu takdirde M kiigiik timlenmistir.

Ispat: U =M olsun. Hipotez geregi Rad(M)+U,M de V kiigiik tiimleyenine
sahiptir. Buradan M =(Rad(M)+U)+V yazilabilir ve (Rad(M)+U)nV, M



modiilinde kiigiik modiildiir. Rad(M)C M oldugundan M =U +V olur. Ayrica

UV c(Rad(M)+U)nV dir. [5, Teorem 2] geregi U NV, M modiliinde kiigiik

modiil olup V, M de U alt modiiliiniin kii¢iik tiimleyenidir. Sonug¢ olarak M kiigiik
tiimlenmistir. O

M  modiliiniin her 6z alt modiili M modiiliiniin bir maksimal alt modiiliinde
igeriliyorsa M ye es atomik modiil denir [4]. Buna gore her sonlu iiretilmis modiil es
atomiktir.

Sonu¢ 2.6. M es atomik modiil olsun. M modiiliiniin kiiciik radikal tiimlenmis olmasi
icin gerek ve yeter kosul M modiiliiniin kiigiik timlenmis olmasidir.

Ispat: Her es atomik modiil kii¢iik radikale sahip oldugundan Onerme 2.5 geregi aciktir.
O

M  modiiliiniin Z*(M ) = {m eM | RmO M } alt modiiliinii ele alalim. Rad (I\/I ), M
modiliiniin  kiigiik alt modiillerinin toplami oldugundan Rad (I\/l ) czZ ( M ) dir.
Z*(M ) =M nRad (E ( M )) oldugunu gormek kolaydir. Ayrica Z*(M ) =M olmasi
icin gerek ve yeter kosul M < Rad (E(I\/I )) olmasidir. Eger Z*(M ): M ise M
modilline Rad-kiiciik modiil denir. Z'(Z"(M))=Z"(M) oldugundan Z"(M), M

modiliiniin en genis Rad-kii¢iik alt modiiliidiir. Kii¢ciik modiillerin Rad-kii¢iik modiil
oldugu agiktir. Ayrica es atomik Rad-kii¢lik modiil kiigiik modiildiir.

Teorem 2.7. M bir modiil ve Z*(M )D M olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir.

(1) M kiigiik radikal tiimlenmistir.
(2) M kiigiik timlenmistir.
(3) M zayif timlenmistir.
(4) M zayif radikal tiimlenmistir.

Ispat: Z"(M)U M oldugundan Rad(M)=Z"(M) olup Rad (M )L M dir.

(1)= (2) Onerme 2.5 den agiktir.

(2)= (3) U< M olsun. Hipotez geregi M =U +V ve U NV, M de kiigiik modiil
olacak sekilde M modiiliiniin V alt modiilii vardir. Boéylece U NV < Z*(M ) olup [4,

Onerme 5.1.3(b)] geregi U NV [ M dir. Sonug olarak M zayif tiimlenmistir.
(3)= (4) ve (4)= (1) aciktur. O

Onerme 2.8. M kiiciik radikal tiimlenmis modiil ise yar1 basittir.

M
Z'(M)
fspat: Kabul edelim ki M kiiciik radikal tiimlenmis modiil ve Z *(I\/I ) cU < M olsun.
Rad(M)c Z"(M) oldugundan Rad(M)cU olur. Kabuliimiiz geregi M =U +V ve
U NV, M modilinde kiiciik modiil olacak sekilde M modiiliiniin V alt modiilii
vardir. Dolayisiyla U NV < Z*(M) dir. Buradan

V+Z' (M
U _gft2ZOn)

ZZ(M) zZ°(m) L Z°(m)




olup Z*L yar1 basittir. O

(M)

Onerme 2.9. Kiiciik radikal tiimlenmis modiiliin homomorfik goriintiisii de kiigiik
radikal timlenmistir.

. Rad(M )+ N
Ispat: NcM i¢in Rad (Mjg gg M olsun. &g Rad M c v
N N™ N N N N

oldugundan Rad (M )cU olur. Kabuliimiiz geregi M =U +V ve U NV, M de kiigiik

V+N
modiil olacak sekilde M modiiliiniin V alt modiilii vardir. Buradan % = v + %

elde edilir. 7: M —>% kanonik epimorfizmasini goz oniine alalim. [5, Teorem 2]

(UnV)+N

geregi 7(U NV )= kiiciik modiil olup ispat tamamlanur. O
Sonu¢ 2.10. Eger M kiiciik radikal tiimlenmis modil ise _M kiiciik
Rad(M)
timlenmistir.
Ispat: Bir oOnceki onerme geregi _M kiigiikk radikal tiimlenmis olup
Rad(M)
M g . - M -
ad| ———— |=0 oldugundan Onerme 2.5 goz Online alinrsa ————  kiigiik
Rad(M) Rad (M)
timlenmistir. O

Kiiciik radikal tiimlenmis modiillerin sonlu toplamlarinin kiiclik radikal
tiimlenmis oldugunu gostermek i¢in 6nce agagidaki dnermeyi verelim.

Onerme 2.11. M bir modiil, M, cM ve U, M modiilinin Rad(M)cU olacak
sekildeki alt modiilii olsun. Eger M, kiigiik radikal tiimlenmis ve M, +U, M de kiigiik

tiimleyene sahip ise U, M de kiiciik tiimleyene sahiptir.

Ispat: Hipotez geregi M =(M,+U)+V ve (M,+U)nV, M de kiigiik modiil olacak
sekildle M modiiliinin V alt modiilii vardir. Rad(M,)c Rad(M)cU oldugundan
Rad (M,) = M, (U +V)olur. Dolayisiyla M, =M, N (U+V)+K ve
(U+V)nK, M, de kiigiik modiil olacak sekilde M, modiiliiniin K alt modiilii vardir.

Buradan

M =(M;+U)+V =[M,;n(U+V)+K+U]J+V =U +(V +K)

olup [5] calismasindaki Teorem 2(Sonug) geregi

UNn(V+K)c(U+V)nK+(U+K)nV c(U+V)nK+(U+M,)nV



kiigiik modiil olur. Sonu¢ olarak V +K,U modiliniin M de kiiciik tiimleyenidir.
O

Onerme 2.12. M, ve M, kiigik radikal timlenmis modiiller olmak iizere
M =M, + M, olsun. Bu takdirde M kiiciik radikal tiimlenmistir.

jspat: Rad (M ) cUcM olsun. 0, M, +M,+U toplaminin M de kiigiik tiimleyeni

oldugundan bir 6nceki dnerme geregi M, +U, M de kiigiik tiimleyene sahip olur. Bir

onceki onerme tekrar kullanilirsa U nun M de kiigiik tiimleyene sahip oldugu elde
edilir.

Sonu¢ 2.13. Kiigiik radikal tiimlenmis modiillerin smifi sonlu toplamlar altinda
kapalidir.

Onerme 2.14. R sol kalitsal halka olmak {izere M bir R— modiil ve N, M
modiiliiniin kiigiik modiilii olsun. Bu takdirde M modiiliiniin kiigiik radikal tiimlenmis

. M : .
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N bolim modiiliiniin kiigiik radikal tiimlenmis

olmasidir.
Ispat: (:>) Onerme 2.9 dan aciktir.

(<:) % boliim modiilii kiiciik radikal tiimlenmis modiil olmak {izere

U+N : % de % kii¢iik tiimleyenine sahiptir.

Rad(M)cU =M olsun. Bu takdirde

U+N UnV)+N

Buradan M =U +V olup (—)mlz( a ) = unv
N N N UnN

kiiciik modiil oldugundan [5, Teorem 2] geregi U "N kiigiik modiildiir. Yine ayni

kaynaktaki Teorem 3 geregi U NV kiigciik modiil olur. Boylece M kiigiik radikal

tiimlenmistir. O

kiiciik modiil olur. N

Teorem 2.15. R sol kalitsal halka olmak lizere M bir R— modil ve N, M

M .
modiiliiniin kii¢iik timleyene sahip alt modiilii olsun. Eger N ve N modiilleri kiigiik
radikal timlenmis modiiller ise M de kiigiik radikal tiimlenmistir.

Ispat: K, M de N modiiliiniin kiigiik tiimleyeni yani M =N +K ve NNK kiigiik

modiil olsun. Onerme 2.14 geregi nin kii¢iik radikal tiimlenmis oldugunu

N K
gosterirsek ispat tamamlanir. M =N+ K oldugundan = @
NNK NNnK NnNnK
yazilir. N kiiciik radikal tiimlenmis oldugundan Onerme 2.9 geregi kiiciik

radikal tiimlenmistir. Buradan N K " ;% kiiciik radikal tiimlenmis olup Onerme
M

2.12 geregi M kiigiik radikal tiimlenmistir. (]
NNK



M bir modil, me M, N c M ve m+N={m+X|XeN} kiimesi M nin bir yan sinifi

olmak {izere {Ci| iel }, M nin yan siniflarinin bos kiimeden farkl bir ailesi olsun. Eger

I nin bos kiimeden farkli her sonlu F alt kiimesi i¢in ﬂCi bos kiimeden farkli ise
ieF

{Ci| iel } yan smiflarinin ailesi sonlu kesisim ézelligine sahiptir denir. Yan siniflarinin
sonlu kesisim 6zelligine sahip bos kiimeden farkli her {Ci| iel } ailesi i¢in ﬂCi bos

iel
kiimeden farkli ise M modiiliine /ineer kompakttir denir. Lineer kompakt modiiller
timlenmistir [8].

Sonug 2.16. R sol kalitsal halka olmak tizere M bir R— modiil ve N, M modiiliiniin
lineer kompakt alt modiilii olsun. Bu takdirde M modiiliiniin kii¢iik radikal tlimlenmis

.. M . )
olmasi igin gerek ve yeter kosul N modiliiniin kiiciik radikal timlenmis olmasidir.

Ispat: [8] galismasindaki 41.10(1) geregi N her genislemesinde kiigiik tiimleyene sahip
olup Teorem 2.15 den ispat agiktir. L

Artin modiiller lineer kompakt oldugundan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.17. R sol kalitsal halka olmak tizere M bir R—modiill ve N, M modiiliiniin
Artin alt modiilii olsun. Bu takdirde M modiiliiniin kiiclik radikal tiimlenmis olmasi

.. M : :
icin gerek ve yeter kosul N modiiliiniin kii¢iikk radikal tiimlenmis olmasidir.

O

Sonug 2.18. R sol kalitsal halkasi i¢in asagidakiler denktir:

(1) R sol R—modiilii kiigiik tiimlenmistir.
(2) R sol R—modiili kiigiik radikal tiimlenmistir.

R
) Rad (R)

kii¢iik timlenmistir.

Ispat: (1)= (2) Aciktur.
(2)= (3) Sonug 2.10 dan agiktr.
(3)= (1) Rad (R) kiiciik R—modiil oldugundan Onerme 2.14 geregi R sol R-—

modiilii kiiciik radikal tiimlenmistir. Onerme 2.5 den R sol R-modiilii kiiciik
tiimlenmistir. O

Son olarak lokal Dedekind bolgesi iizerinde radikal tlimlenmis modiiller ile kiiclik
radikal timlenmis modiillerin ¢akistigini1 agagidaki teoremde gosterelim.

Teorem 2.19. R lokal Dedekind bélgesi ve M bir R— modiil olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler denktir:
(1) M kiiglik radikal tiimlenmistir.

(2) Rad (M), M de kiigiik tiimleyene sahiptir.
(3) Rad (M ), M de zayif timleyene sahiptir.
(4) M zayif radikal timlenmistir.



(5) M radikal timlenmistir.

(6) M modiiliiniin indirgenmis kism1 T (M) sinirli ve sonlu iiretilmis olmak

N
Rad (N)
tizere M =T(M)® N dir.

Ispat: (1)= (2) ve (5)= (1) Aciktur.

(2)= (3) [1, Onerme 6.2].
(3)= (4) ve (4)= (5) [7, Sonug 3.3].
(5)= (6) [9, Onerme 3.1]. O
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