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Bu calsmada metrik uzaylar, ultrametrik uzaylari, normiaylar ve ultranormlu uzaylar tanitilip aralarindak
iliskiler ve ornekleri gdsterildi. Ultranormlu uzaylardzometri ve ultra izometri tanimlari yapildi. $arbazi
ultranormlu uzaylara drnekler verilip ultra Banactay oldgu ve izomorfik oldgu gosterildi.
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The Some Ultranorm Spaces and Isomorphicity

ABSTRACT

In this study metric spaces, ultrametric spacesned spaces and ultranormed spaces are introduckthair
relations between each other and examples are sHeametry and ultra isometry are defined in ultraned

spaces. Then some example of ultra-normed spaeegiveen and it is shown to be ultra Banach spackisin
isomorphic.

Keywords Ultrametric, Ultranorm, Krull Sharpening, Ultra Isanetry, Ultra Banach Spaces.
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. GIRiS

Bu calsmada ultrametrik uzay kavraminin belirteci olan ngiisl aksiyomun d(x,y) <
mak{ d(x,z),d(zy)} alinmasiyla olgturulmus metrige ultrametrik ismi verilmi ayrica ilging, dikkat cekici
neticeler cikariingtir. Sonra ultrametrik ile metrik uzaylari, ultrandu ile normlu uzaylari ve gkileri
gOsterilmitir. Bu aksiyom ile ultrametrik uzaylari, ultranoamultrametrik Banach uzaylarini ve ultrametrik
Banach uzaylarinin @gik 6zellikleri incelenmgtir. Ayrica Diagana, Krull, Ludkovsky v8anlibaba [1,2,3,4]
ultrametrik uzaylarin yapilarini, bu uzaylara odeekve kapsama durumlarini gosteghaidir. Sonuc olarak
bazi farkh yapilar ve uzaylar ortaya cikargitanimlamalar ve drnekleri aciklantmr.

Il. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1.X bir kime olmak lzere vE Uizerinde tanimld: XxX — R bir d fonksiyonu verilmek
Uzerevx,y,z € X i¢in d fonksiyonu M1- M3 aksiyomlarini ghyorsad fonksiyonuna metrik(X, d) ikilisine de
metrik uzay denir.

M) d(xy)=0 & x=y

(M2) d(x,y) = d(y,x) (Simetri)

(M3) d(x,y) < d(x,2z) + d(zy) (Ucgen sitsizligi)

Pozitif oland(x,y) ile gosterilen negatif olmayan reel sayistrite y arasindaki uzaklik denir [5].

Ultrametrik uzaylar aslinda metrik uzaylarin dahzel6hali olup agagida tanimi gdsterilecek ve
karsilastirmalar yapilacak, ultrametriklere érnekler veréétir.

Tanim 2.2X bir kiime veVvx,y,z € Xicind,: XxX — R fonksiyonu verilsind,, fonksiyonu;
(UML) dy(x,y) =0 & x=y

(UM2) d,(x,y) = dy(y,x) (Simetri)

(UM3) d,(x,¥) < mak{d,(x,2z),d,(zy)} (Glcli G¢cgen gtsizligi)

kosullarini sa&liyorsad,’ya ultrametrik, X,d,) veya ultrametrik uzay, (UM1), (UM2) ve (UM3prtlarini da
ultrametrik uzay aksiyomlari denilir.

Metrik ve ultrametrik keullari incelenirse (UM1) aksiyomu (M1) aksiyome,il(UM2) aksiyomu
(M2) aksiyomu ile aynidir. Ultrametrik Ucincl aksigda d(x,y) < mak{d(x,z),d(z y)} esitsizliginde
maksimum dger d(x,z) olursa d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) ssitsizligin salandgl aciktir. Dger durumda
maksimum dger d(z,y) olarak secilirse aymyekilded(x,y) < d(x,z) + d(z,y) ssitsizligi yine korunur. Sonug
olarak (UM3) aitsizliginden (M3) gitsizligi elde edilir. Dger taraftan her zaman (M3) den (UM3) elde
edilemeyecginden her metrik uzay bir ultrametrik uzay gddir. Dolayisiyla her ultrametrik uzay bilinen
anlamda metrik uzay olur fakat tersi olmayabilir.

d:RxR - Rved(xy) = |x—y| olarak tanimlananR deki dgal metrgi disiinecek olunursd’nin
M1-M3 kosullarini sgladigi acik olarak gorulur. Gergekten de mutlaigelemetrgi ile R gbzonune alinginda
x=-2,y=-5 z=-3 alarak d(x,y) =3, d(x,z) =1, d(z,y) =2 olup gugli dcgen sésizliginin
sgglanmadgl gorilebilir. Dolayisiylad, R de bir metrik oldgu halde (UM3) keulunu sglamadgindan
ultrametrik olmaz. SonuctdR, d) ultrametrik uzay dgldir.

Simdi takip eden teorem verilebilir;

Teorem 2.1. Bitlin ultrametrik uzaylar aslinda betrik uzaydir fakat her metrik uzay bir ultrametrik
uzay olmayabilir.
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Ornek 1.X # @ bir kiime verilm§ olmakla birlikte, Xx X - R
dy ( )—{O’Xzy Klinde taniml L
u X;y - 1,X:/ty se Inae tanimianan ( )

d, fonksiyonuX de bir ultrametriktir [6], [7].

Tanim 2.3X kiimesi verilsin v&X in birimi 6 ile gdsterilmg olan vx € X igin 0 + x = 0 olmak Uzer&
kimesinde toplama ve skalarla carpgtemleri tanimlansin.

Vx,y € XveVa € C olacaksekildeg: X - R fonksiyonu
(UN1) g(x) =0 & x=96

(UN2) g(ax) = |al g(x)

(UN3) g(x +y) = mak{g(x),g(}

kosullarini  sglarsa g fonksiyonuna X de ultranorm denir. Norm ve ultranorm aksiyomlar
karsilastirildiginda (UN3) ve (N3) aksiyomlari birbirinden ayri ofth gdzlemlenir.

g(x+y) < mak{g(x),g(y)} ssitsizligi g(x +y) < g(x) + g(y) ssitsizligini gerektirirken gx +y) <
g(x) + g(y) ssitsizligi g(x +y) < mak{g(x), g(y)} ssitsizligini gerektirmez. Bdylece her ultranorm bir normdur
fakat tersi dg@ru desildir.

Her normun bir metrik oldgu bilinen bir 6nermedir. Benzeekilde ultrametrik ve ultranorm icinde
durum aynidir. Yani “Her ultranorm bir ultrametiikt[6].

Sonug olarak normlu uzaylarin birinci ve ikirgirti ile ultranormlu uzaylarin birinci ve ikingart
aynidir. Yine normlu uzaylarin dclncgarti olan Uggen gisizligi kosulunun ||x + y|| < mak{]||x||, lyll}
ssitsizligi var iken sglandigi amal|x + y|| < ||x|| + ||yl ssitsizliginin var olmasinin|x + y|| < mak{||x|, [|y|[}
esitsizliginin mevcut olmasini gerektirmeyegegorulir. Dolayisiyla “Her ultranormlu uzay normlwzaydir,
tersine her normlu uzay ultranormlu uzay olmayabdnermesi verilebilir.

Buraya kadar anlatilanlari vesttilerini asagidaki diyagram ozetler:

Metrik uzay Ultrametrik uzay <:| Ultranormlu uzay

Normlu uzay

Diyagram 1. Metrik ve Ultrametrik Uzay, Normlu ve Ultranormluzay iliskileri arasindaki bgintiy1 gésteren
diyagram

Tanim 2.4. BiX ultranormlu (Agsimedyan olmayan) lineer uzayi tam Keizayina Ultra Banach uzayi
ya da Agimedyan olmayan Banach uzayi denir.

Tanim 2.5.X bir normlu uzay vevx,y € X olsun. ||x|| # |lyll oldugunda [|x + y|| < mak(||x]l, |[y]])
ssitsizligi sgslaniyorsal|. || ye Krull 6zelligine sahiptir denir [2].
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ll. BAZI ULTRANORMLU UZAYLAR VE iZOMORHKLIKLERI

Tanim 3.1.T: X —» Y donuma verilsin.X ve Y, K cismi lizerinde ultranormlu uzaylar olsukx € X
olmak Uzere;

TGO = [l
esitli gi varsa kisacasi ultranormu koruyor&nin bir ultra izometri oldgu sdylenir.

K cismi tizerinde X ve Y ultranormlu uzaylar olarak verilsif: X - Y doénigimu lineer, birebir, drten
ve izometri mevcutsd veY uzaylarina ultra izometrik olarak ultra izomorfiktlenir ayrica bu durunX, = Y,
ile ifade edilir.

K bir cisim olmak (zerevx,y € K igin |.|:K—> R fonksiyonu (d3)’ ultrametrik 3sarti olan

[x +y| < mak{|x|, |y|} ssitsizligini saglasin. vk € N igin (py) ; R* — 0 biciminde (py) dizisi sinirli bir dizi
vel da bir indis kiimesi olacajekilde,K de;

loo (LK, p) = {x = (x1) € K: supyenlxilpk < o}
kiimesini tanimlayalim.
Il lo (LK, p) = R
x = [Ix|| = supy|xx|pk

Yukarida tanimlanaf. || fonksiyonu verilmg olsun.(l, (I, K, p), |I. [l cifti ultranormlu Banach uzayidir. Benzer
bicimde;

(LK p) = {x = (xi) € Kelimy|xic|py = 0} vec(l, K, p) = {x = (%)) € K:limy|x|px mevcut}
kiimeleri del|x|| = supk|xk|px ile beraber Afimedyan olmayan Banach uzaylaridir [1,8,9,10].

I (1K, p) ultra sinirl dizilerin uzayi,c,(1, K, p) ultra sifira yakinsak dizilerin uzayi¢(l, K, p) ultra
yakinsak dizilerin uzayi olarak isimlendirilir.

Asagida yalniz [, (I, K, p) ultra sinirl dizisinin ultra Banach uzayi oflugdsterilecek olup derleri de
benzerekilde gosterilebilir.

i ) Ultranorm oldgu gosterilir.

(un1) |Ix|l = supklxklpk =0 = [xklpk =0 = x| =0 & x =0 = x =0,
(un2)[jax|| = supylaxg|px = |alsupk|xklpk = [alllx] dir.

(un3)[|x + yll = supk [xk + Yk | Pk < supk {mak{|xk|pi, [k | Px }

= supy {mak{|xy + 8|py, |yi + 0| px }
< supg {mak{makﬂxk |pk, 03, mak{|yx |pw, 9}}}

= mak{supy {mak{|xy | pi, 8}, supy {mak{lyy | px, 6}}}

= mak{supy d(xy, 8), supy d(yy, 8)} = mak{|lx]|, [|y|I}-

Dolayisiyla I, (I, K, p) ultranormlu uzaydir.

ii)Tam oldgu ispatlanir.
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Varsayalim ki(x"), l,(,K,p) de bir Cauchy dizisi olarak verilsifix™) in sabit bir dizi olmasi
durumunda tamhk agiktir.

Diger durumda(x™) in sabit bir dizi olmady distinllirse bu takdirdm, n > n, olmak tzere
[Ix™ = x"|| = supger|x™ — x"|px < € *)
icin gerceklenir.

Oyle kie > 0 vek = 1,2, ... olacaksekilde keyfi lakin sabit hek icin m,n > n, iken |x™ — x| < €
elde edilir ve birn, tam sayisinin var olgu gézlemlenir. Dier taraftan her sabit icin (x, xZ, x3,...) K'‘de
bir Cauchy dizisidirK tam oldgu bilindigine gore(xy') = xx € K yazilabilir.k dogal sayisinin her bir geri
icin elde edilecek limitler yardimiylaK ‘ de x = (x4, x5, ...) dizisi teskil edilir.

x; = (x},x3,..,%%,...)

Xy = (x%,%3,..,%2,...)

x3 = (x3,x3,..,x3,...)

Xp = (x‘f,x‘j, ...,XE, )

Xm = X XD, L XD )
1 1oL e
X = (Xq1,Xg, o) Xpy oor )
Burada is& € [, (I, K, p) ven — o, x, - x oldugu gdsterilecektir. (*) ifadesinda — o yapilirsa
Ixk"™ = Xkl ke < € elde edilir.
X, = (xp) € lo(LK, p) varligindank = 1,2, ... igin ||x,"|| < t, olmak lzere bit, reel dizisi vardir.
Gugclu Ucgen gtsizliginden;
[Ixkllpk = llxk — %™ + %Pk < mak{[x — x ™, Ix™ [I3pk < makfe, t,}M < oo.
Yukaridaki gitsizlige bakildginda herk sayisi i¢in gecerlidir. Ayricasisizligin sg tarafik’ yi
icermedginden(xy) € L, (I, K, p) dir. [, (I, K, p) ultra Banach uzayidir.
Simdi Z: [, (LK p) = L (LK p)
X2 ZX =Y, ¥ =Yk
Vi = pxx + (1 — p)xy_, donUmMU kullanilirsa gorilir ki, (I K, p) ile 1, (I, K, p) uzaylar ultra
izometriktir ve ultra izomorfiktir.
i) Z nin lineer oldgu gosterilir.

va € K ve vx,y € A(LK, p) igin
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Zx+y) = p(k +yi) + (1 — p)Kie1 + Yi-1)
= pxy + pyi + (1 = p)Xe—q + (1 =PIyt

= pxk + (1 = p)x—1 + Py + (1 =PIy
=2(x) +Z(y)

Z(ax) = p(ax) + (1 — p)(axy—4)

= a(pxk + (1 — p)xk_1) = aZ(x) dir.

i) Z nin drten oldgu gosterilir.

Z (LK p) = I (LK p)

X2 ZX=Y, ¥=VYk

x = Zlyiken (I K, p) da hex = (x) = Xl o(~ 1) J“kpfﬂ i

I (LK, p) da yukaridaki yazilan formda hirelemani bulunur ki nin 6rtenlgi ispatlanms olur.

iii ) Z nin ultra izometri yani ultranormu korugu gosterilir.

X = Yo (— 1) l“k 2y, dizisini tanimlayalim,

lIxIl = supy|pxy + (1 — p)xx_1lpk
(1 - p)* (1—p)*7
= supy pZ( DY e ke y,+(1—p)Z( Dk et Vi P

= supg|yxlpk = supklZx|pk = [1Zx|lxqk,p) dir.

izometrik dongtimlerin 1:1 bir dongiim olduggu bilindiginden dolayl bu durum ultra izometri icinde
gecerliligi aciktir, tekrar gosterime gerek olmgehdanZ birebirdir.

Ozetle 1,(1,K, p) ile I,(LK,p) I|neerd|r ve ultra izometrik olarak ultra izomirfuzaylardir.Sayet py = 1
alinmasi halinde, (I, K, p) uzayic, sifira yakinsak dizilerin uzayinayl, K, p) de ¢ yakinsak dizilerin uzayina
son olarak da, (I, K, p) bilinen anlamiylal,, sinirli dizilerin uzayina dostiikleri gorilur.

IV. SONUCLAR

Bu calsmada ultrametrik, ultranorm, ultra Banach uzaylarcelenmg, teoremler ve 0&rnekler
verilmistir. Sonug olarak ultrametrik uzaylarin metrik uleaytarafindan kapsanan daha spesifik yapilargldu
gozlemlenmj ve metrik uzaylarda var olan Ozelliklerin tamamirultrametrik uzaylarda mevcut olmgdi
belirlenmitir. Ayrica ultrametrikler daha 6zel olduklari igiesirtan bazi sonuglara yidmistir. Son bélimde ise
ultra Banach uzayina érnekler veriimispatlanmy ve ultra izomorfik oldgu gosterilmgtir.
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