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Abstract 

In this study, the solution of fractional order Pseudo-hyperbolic partial differential equation with initial 
conditions  will be examined by homotopy perturbation method. Although the fractional Pseoudo-
hyperbolic partial differential equation has a solution with different methods, the solution is made with 
this method, since its solution is shorter and the margin of error is less with the homotopy perturbation 
method. In addition, with the help of Matlab program, the full solution was visualized with graphics. 
 
Keywords: Fractional order, Pseudo-Hyperbolic equation, homotopy 𝑝 perturbation method, exact solution, 
approximate solution. 

Özet 

Bu çalışmada başlangıç değerlere bağlı kesirli mertebeden (fractional order) Pseudo-hiperbolik kısmi 
diferansiyel denkleminin homotopi pertürbasyon metoduyla çözümü incelenecektir. Kesirli mertebeden 
Pseoudo-Hiperbolik kısmi diferansiyel denkleminin farklı yöntemlerle çözümü mevcut olmasına rağmen 
homotopi pertürbasyon yöntemiyle çözümü daha kısa ve hata payı daha az olduğundan çözüm bu 
yöntemle yapılmıştır. Ayrıca Matlab programı yardımıyla tam çözüm ve yaklaşık çözümün farklı değerler 
için grafikleri görselleştirilmiştir. 
 

Anahtar Kelimeler: Kesirli mertebe, Pseoudo-Hiperbolik denklem, homotopi 𝑝 pertürbasyon metodu, tam 
çözüm, yaklaşık çözüm. 
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1. Giriş 
 

Pseoudo-hiperbolik lineer denklemlerin mühendislik, fizik ve uygulamalı matematik 
alalarında birçok akademisyen tarafından çalışıldığı bilinmektedir. Pseoudo-hiperbolik  
fonksiyonların çeşitli problemlerde birçok uygulaması vardır, örneğin fonksiyonel 
diferansiyel denklemler, integral denklemler ve kısmi diferansiyel denklemler. Kesirli 
diferansiyel sistem; adi diferansiyel sistemin çözüm üretemediği alanlarda devreye girer 
ve çözüm üretir. Kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik denklemlerin çözümleri daha az 
kişi tarafından çalışılmıştır ve çalışılmaya devam edilmektedir. Kesirli mertebeden 
denklemlerin çözümü yapılırken birçok yöntem kullanılmaktadır.  2011’de Lıu vd. [1] 
‘’Genelleştirilmiş diferansiyel dönüşüm metodunu’’, 2006’da Momanı vd. [2] ve 2013’de 
Sakar vd. [3] ‘’Adomian ayrıştırma metodunu’’, 2000’de Zubik-Kowal [4] ‘’Chebyshev 
pseudo spektral metodunu’’,  2014’de Kumar vd. [5] ‘’Değiştirilmiş Laplace dönüşümü 
metodunu’’, 2012’de yine Kumar vd. [6] ‘’Sumudu dönüşümü metodunu’’,  2012’de 
Tanthanuch [7] ‘’Grup analiz metodunu’’,  2010’da Kurulay [8] ‘’Dinamik akış modelini’’ 
kullanarak çözümler yapmışlardır.   
 
Pseoudo-Hiperbolik  diferansiyel denklemlerle ilgili 2022’de Abdulazeez vd. [9],  2020’de 
Modanlı vd. [10], 2016’da Fedotov vd. [12], 2021’de Osman vd. [11] ve birçok 
akademisyen çalışmalar yapmışlardır. 
Homotopi yöntemiyle diferansiyel denklem çözümleri; 2014’de Chavan vd. [13]  
tarafından Üçüncü mertebeden Korteweg-De Vries denklemine, 2021’de He vd. [14] 
tarafından Fraktal Toda osilatörüne, 2021’de Karimiasl vd. [15] tarafından piezoelektrik 
çok ölçekli sandviç kompozit çift kavisli gözenekli sığ kabukların burkulma sonrası 
analizine, 2021’de Rezapour vd. [16] tarafından Nanopartiküller sağlayan nanotüplerin 
dinamik analizinde, 2021’de Modanlı vd. [17] Üçüncü mertebeden kısmi diferansiyel 
denklemin çözümünde Homotopi yöntemini kullanmıştır.  
 
Kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik kısmi diferansiyel denkleminin çözümü farklı 
yöntemlerle mevcut olmasına rağmen literatürde  homotopi permütasyon yöntemiyle 
çözüm azdır ve bu yöntemle çözüm daha kısa ve hata payı daha azdır. Bu yöntemin bu 
denklemler için son derece verimli olduğunu gözlemliyoruz. Çünkü diğer yöntemlerin 
kesin çözümünü elde etmek için daha fazla adıma ihtiyaç duyulmasına rağmen yeni elde 
ettiğimiz yöntemle daha az adım atarak tam bir çözüm oluşturulmuştur. Tabi kullanılan 
başlangıç değer problemine bağlı olarak bazen tam çözüme değil yaklaşık çözüm elde 
edilir.  Dolayısıyla uygun başlangıç değer problemimizin çözümünü bu yöntemle yaptık 
ve tam çözümünü elde ettik. 
 
 

2. Materyal ve Yöntem 

 
Şimdi aşağıda verilen kesirli mertebeden pseudo-hiperbolik denkleminin çözümü için 
homotopi pertürbasyon metodunu oluşturalım. Bu denklem  
 

{
𝜕𝜌𝜇(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢𝜌
= 𝑘𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + ℎ(𝑢, 𝑣)

𝜇(0, 𝑣) = 𝜗1(𝑣),    𝜇𝑢(0, 𝑣) = 𝜗2(𝑣), 0 ≤ 𝑣 ≤ 1  
                   (2.1)                                                                                                                                

 

şeklindedir. Burada, 1 ≤ 𝜌 ≤ 2  ve  
𝜕𝜌𝜇(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢𝜌
  ifadesi de 𝜌. mertebeden Caputo kesirli 

türevidir. 
(2.1) probleminin Laplace dönüşümü alınırsa  
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ℒ {
𝜕𝜌𝜇(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢𝜌
} = ℒ{𝑘𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + ℎ(𝑢, 𝑣)}                  (2.2)                                                                                                                             

 
elde edilir. (2.1) denklemindeki başlangıç değerleri kullanılırsa, 
 

𝑈(𝑠, 𝑥) =  
1

𝑠𝜌
[𝑠𝜗1(𝑣) + 𝜗2(𝑣) + 𝐻(𝑠, 𝑣)] + ℒ{𝑘𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} 

 
bulunur. Burada 𝜇(𝑠, 𝑣), 𝜇(𝑢, 𝑣)’in ve  𝐻(𝑠, 𝑣) , ℎ(𝑢, 𝑣) in Laplece dönüşümüdür. 𝜇(𝑠, 𝑣) 
fonksiyonu 
 

𝜇(𝑠, 𝑣) =  ∑𝑝𝑖𝜇𝑖(𝑠, 𝑣)   

∞

𝑖=0

 

 
formunda bulunabilir. Burada 𝑖 = 0,1,2, …   𝜇𝑖(𝑠, 𝑣)  in bilinmeyen fonksiyonudur. Bu 
durumda 

∑𝑝𝑖𝜇𝑖(𝑠, 𝑣) = 

∞

𝑖=0

 
1

𝑠𝜌
[𝑠𝜗1(𝑣) + 𝜗2(𝑣) + 𝐻(𝑠, 𝑣)] −

𝑝

𝑠𝜌
  ℒ{𝑘𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} 

 
formülü elde edilebilir.  𝑝’nin kuvvetlerinin katsayılarının karşılaştırılması ile 
                                                                                                        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

formülleri bulunur. 𝑝 → 1  iken, (2.1)  probleminin çözümü   
 
𝐻𝑛(𝑠, 𝑣) = = ∑ 𝑝𝑖𝜇𝑖(𝑠, 𝑣)                                                                

𝑛
𝑖=0  (2.4) 

 
olarak bulunur. (2.4)  formülünün ters Laplace dönüşümü alınırsa 
 
  𝜇(𝑠, 𝑣) = ≅ 𝜇𝑛(𝑠, 𝑣) = = 𝐿

−1{𝐻𝑛(𝑠, 𝑣)}                                          (2.5)                                                                                                                                                     
 
yazılır. Burada  
 

𝜇𝑛(𝑠, 𝑣) =
𝑙𝑛2

𝑡
  ∑𝑑𝑖𝐻𝑛 (𝑖 

𝑙𝑛2

𝑡

2𝑝

𝑖=1

, 𝑣), 𝑝 > 0 

ve 

𝑝0: 𝜇0(𝑠, 𝑣) =  
1

𝑠𝜌
[𝑠𝜗1(𝑣) + 𝜗2(𝑣) + 𝐻(𝑠, 𝑣)], 

(2.3) 

𝑝1: 𝜇1(𝑠, 𝑣) =  
1

𝑠𝜌
 ℒ {𝑘(𝜇0)𝑡𝑡(𝑢, 𝑣) + (𝜇0)𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)}, 

𝑝2 ∶  𝜇2(𝑠, 𝑣) =  
1

𝑠𝜌
 ℒ {𝑘(𝜇1)𝑡𝑡(𝑢, 𝑣) + (𝜇1)𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)}, 

                                              ⋮ 

𝑝𝑛+1: 𝜇𝑛+1(𝑠, 𝑣) =  
1

𝑠𝜌
 ℒ {𝑘(𝜇𝑛)𝑡𝑡(𝑢, 𝑣) + (𝜇𝑛)𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)}.        
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𝑑𝑖 = (−1)
𝑖+𝑝   ∑

İ𝑃 (2𝑗)!

(𝑝 − 𝑗)! (𝑗 − 1)! (𝑖 − 1)! (2𝑗 − 1)!

min (𝑖,𝑝)

𝑗=[
𝑖+1
2
]

 

dir. 
 

3. Bulgular ve Tartışma 
 

 

{
𝜕𝜌𝜇(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢𝜌
= 𝑘𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + ℎ(𝑢, 𝑣)

𝜇(0, 𝑣) = 𝜗1(𝑣),    𝜇𝑢(0, 𝑣) = 𝜗2(𝑣) 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑣 ≤ 1  
                   (3.1)                                                                                                                                                                     

 
Başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümünü homotopi permütasyon metodu ile 
bulalım. Bunun için aşağıdaki örnek problemi inceleyelim; 
 

{
 
 

 
 
𝜕𝜌𝜇(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢𝜌
= 2𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + ℎ(𝑢, 𝑣)

ℎ(𝑢, 𝑣) = (
6𝑢3−𝜌

Γ(4−𝜌)
− 6𝑢2 − 𝑢3 + 1) 𝑒−𝑣

𝜇(0, 𝑣) = −𝑒−𝑣,    𝜇𝑢(0, 𝑣) = 0

                                (3.2)                                                                                                                                                                         

  
(3.2) denkleminin yaklaşık çözümü için her tarafın Laplace dönüşümü alınırsa; 
 

𝐿 {
𝜕2𝜌𝜇(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢2𝜌
} = 𝐿{2𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} + 𝐿{ℎ(𝑢, 𝑣)}               (3.3)                                                                                                                                                         

 
olur.  Bu denklemi detaylandırırsak 
 
𝑆𝜌 𝜇(𝑠, 𝑣) − 𝑆𝜌−1 𝜇(0, 𝑣) − 𝑆𝜌−2 𝜇𝑢(0, 𝑣)                                                               

= 𝐿{2𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} + (
6

𝑠4−𝜌
−

12

𝑠3
−

6

𝑠4
+

1

𝑠
) 𝑒−𝑣         (3.4)                                                 

                                                                                          
olarak yazılır. (3.4) denklemi (3.2) denklemindeki veriler kullanılarak yeniden 
düzenlenirse 
 

𝑆𝜌 𝜇(𝑠, 𝑣) = −𝑆𝜌−1 𝑒−𝑣 + (
6

𝑠4−𝜌
−
12

𝑠3
+
1

𝑠
) 𝑒−𝑣 

 
elde edilir.  Sonuç olarak 
 

𝜇(𝑠, 𝑣) = 𝑒−𝑣 (
6

𝑠4
−
1

𝑠
−
12

𝑠3+𝜌
+

1

𝑠1+𝜌
) +

1

𝑠𝜌
𝐿{2𝜇𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + 𝜇𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} 

 
olur.  (2.3) formülünden                                                                       
 

𝜇0(𝑠, 𝑣) = 𝑒
−𝑣 (

6

𝑠4
−
1

𝑠
−
12

𝑠3+𝜌
+

1

𝑠1+𝜌
) 

 
yazılabilir.  Bu son denklemde ters Laplace dönüşümü uygularsak 
 

𝜇0(𝑢, 𝑣) =
𝑒−𝑣

𝑠𝜌
𝐿−1 (

6

𝑠4
−
1

𝑠
−
12

𝑠3+𝜌
+

1

𝑠1+𝜌
) 
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= 𝑒−𝑣 (𝑢3 − 1 −

12

Γ(𝜌 + 3)
𝑢𝜌+2 +

1

Γ(𝜌 + 1)
𝑢𝜌) 

 

 
 

elde edilir. (2.3) formülünden  
 

 
genellemesi yazılabilir. Şimdi de elde ettiğimiz (3.5) genellemesini kullanarak  𝜇1, 𝜇2 , …  
değerlerini bulmak için ilk olarak 𝑛 = 0,1,2…  değerleri genellemede sırasıyla yerine 
yazılır ve (3.2) denklemindeki başlangıç değerleriyle bir sonuç elde edilir. Bu sonuçların 
ters laplaceları alınarak 𝜇1, 𝜇2 , … değerleri yani problemimizin yaklaşık çözümlerini 
bulmuş oluruz.  𝑛 = 0,1,2… değerlerini yazarak işlemlere başlayalım; 
 

𝜇1(𝑠, 𝑣) =
1

𝑠𝜌
𝐿{2(𝜇0)𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + (𝜇0)𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} 

(3.6)  =
1

𝑠𝜌
(
12

𝑠3
−
24

𝑠𝜌+2
+
2

𝑠𝜌
+
6

𝑠4
−
1

𝑠
−
12

𝑠𝜌+3
+

1

𝑠𝜌+1
) 

 = 𝑒−𝑣 (
12

𝑠3+𝜌
−

24

𝑠2𝜌+2
+

2

𝑠2𝜌
+

6

𝑠𝜌+4
−

1

𝑠𝜌+1
−

12

𝑠2𝜌+3
+

1

𝑠2𝜌+1
) 

 
yazılabilir. Şimdide (3.6) denkleminin ters laplasını alalım; 
 
𝜇1(𝑢, 𝑣) = 𝐿−1{𝜇1(𝑠, 𝑣)} 

(3.7) 
 = 𝑒−𝑣 (

12

Γ(𝜌 + 3)
𝑢𝜌+2 −

24

Γ(2𝜌 + 2)
𝑢2𝜌+1 +

2

Γ(2𝜌)
𝑢2𝜌−1 

 +
6

Γ(𝜌 + 4)
𝑢𝜌+3 −

1

Γ(𝜌 + 1)
𝑢𝜌 −

12

Γ(2𝜌 + 3)
𝑢2𝜌+2 +

1

Γ(2𝜌 + 1)
𝑢2𝜌) 

 

 
sonucunu  elde ederiz.  Aynı şekilde (3.5) formülünden  
 

𝜇2(𝑠, 𝑣) =
1

𝑠𝜌
𝐿{2(𝜇1)𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + (𝜇1)𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} 

(3.8) 

 =
𝑒−𝑣

𝑠𝜌
𝐿 {

24

Γ(𝜌 + 2)
𝑢𝜌+1 −

48

Γ(2𝜌 + 1)
𝑢2𝜌 +

4

Γ(2𝜌 − 1)
𝑢2𝜌−2 

 +
12

Γ(𝜌 + 3)
𝑢𝜌+2 −

2

Γ(𝜌)
𝑢𝜌−1 −

24

Γ(2𝜌 + 2)
𝑢2𝜌+1 +

2

Γ(2𝜌)
𝑢2𝜌−1 

 +
12

Γ(𝜌 + 3)
𝑢𝜌+2 −

24

Γ(2𝜌 + 2)
𝑢2𝜌+1 +

2

Γ(2𝜌)
𝑢2𝜌−1 +

6

Γ(𝜌 + 4)
𝑢𝜌+3 

 −
1

Γ(𝜌 + 1)
𝑢𝜌 −

12

Γ(2𝜌 + 3)
𝑢2𝜌+2 +

1

Γ(2𝜌 + 1)
𝑢2𝜌} 

 = 𝑒−𝑣 (
24

𝑠2𝜌+2
−

48

𝑠3𝜌+1
+

4

𝑠3𝜌−1
+

12

𝑠2𝜌+3
−

2

𝑠2𝜌
−

24

𝑠3𝜌+2
+

2

𝑠3𝜌
+

12

𝑠2𝜌+3
 

 −
24

𝑠3𝜌+2
+

2

𝑠3𝜌
+

6

𝑠2𝜌+4
−

1

𝑠2𝜌+1
−

12

𝑠3𝜌+3
+

1

𝑠3𝜌+1
) 

 
yazılabilir.  Şimdide (3.8) denkleminin ters Laplace dönüşümünü alalım; 
 
𝜇2(𝑢, 𝑣) = 𝐿−1{𝜇2(𝑠, 𝑣)} (3.9) 

𝜇𝑛+1(𝑠, 𝑣) =
1

𝑠𝜌
𝐿{2(𝜇𝑛)𝑢𝑣𝑣(𝑢, 𝑣) + (𝜇𝑛)𝑣𝑣(𝑢, 𝑣)} (3.5) 
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= 𝑒−𝑣 (

24

Γ(2𝜌 + 2)
𝑢2𝜌+1 −

47

Γ(3𝜌 + 1)
𝑢3𝜌 +

4

Γ(3𝜌 − 1)
𝑢3𝜌−2

+
24

Γ(2𝜌 + 3)
𝑢2𝜌+2 

 +
2

Γ(2𝜌)
𝑢2𝜌−1 −

48

Γ(3𝜌 + 2)
𝑢3𝜌+1 +

4

Γ(3𝜌)
𝑢3𝜌−1 +

6

Γ(2𝜌 + 4)
𝑢2𝜌+3 

 −
1

Γ(2𝜌 + 1)
𝑢2𝜌 −

12

Γ(3𝜌 + 3)
𝑢3𝜌+2) 

 
sonucunu elde ederiz. Benzer şekilde  𝑛 = 2,3,4…  değerleri içinde hesaplamalar 
yapılabilir. 
           Şimdi de Matlab programı yardımıyla (3.2)’de verilen problemin tam çözümünü 
gösteren grafik, 𝜌 = 1.01 ,  
  𝜌 = 1.75  ve  𝜌 = 2  noktalarındaki yaklaşık çözümü gösteren grafikleri verelim. 
 
 
 

 

Şekil 1. (3.2) probleminin tam çözüm grafiği 
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. 

Şekil 2.  𝝆 = 𝟐 için Homotopi pertürbasyon metodu ile hesaplanan 

(3.2) probleminin yaklaşık çözüm grafiği 
 

 

Şekil 3.  𝝆 = 𝟏. 𝟕𝟓 için Homotopi pertürbasyon metodu ile hesaplanan 
(3.2) probleminin yaklaşık çözüm grafiği 
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Şekil 4.  𝝆 = 𝟏. 𝟎𝟏 için Homotopi pertürbasyon metodu ile hesaplanan 

(3.2) probleminin yaklaşık çözüm grafiği 

 

4. Sonuçlar 

 
Kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik  kısmi diferansiyel denklemi olan (3.2) ile 

verilen başlangıç değer probleminin tam çözümü Homotopi pertürbasyon metodu 

kullanılarak bulundu. Bu yöntemin kullanılmasının temel nedeni ;Kesirli mertebeden 

Pseoudo-Hiperbolik kısmi diferansiyel denkleminin farklı yöntemlerle çözümü 

mevcut olmasına rağmen homotopi pertürbasyon yöntemiyle çözümü daha kısa ve 

hata payı daha az olduğundan çözüm bu yöntemle yapılmıştır  Daha sonra (3.2) ile 

verilen kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik  kısmi diferansiyel denkleminin tam 

çözümünün ve   𝜌 = 2  , 𝜌 = 1.75   ve  𝜌 = 1.01  noktalarındaki yaklaşık çözümü 

gösteren grafikler sırasıyla şekil 1,  şekil 2,  şekil 3,  şekil 4’de verildi. 
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