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Elastik bir ortam ile temas halinde olan grafenler uygulamada sıklıkla 

kullanılmaktadır. Bu çalışmada, yüksek mertebeden elastisite yöntemleri 

kullanılarak nano ya da mikro boyutlu grafen tabakaların frekansları ve 

deplasmanları hesaplanmıştır. Grafen tabakanın bulunduğu ortam Winkler-

Pasternak zemin ile modellenmiştir. Yerel olmayan elastisite teorisi boyut etkisini 

dikkate almak için kullanılmıştır. Çözümlerde hem Navier yöntemi hem de ayrık 

tekil konvolüsyon yöntemi kullanılmıştır. Boyut etkisinin diğer parametrelere bağlı 

olarak titreşim ve eğilme üzerindeki etkisi incelenmiştir.   

  

BENDING AND VIBRATION OF SINGLE-LAYERED GRAPHENE SHEETS 
 

Keywords Abstract 
Nonlocal elasticity theory, 
Nano mechanic, 
Graphene sheets, 
Free vibration analysis 

Graphene sheets which are on elastic matrix are being used in practical. In this 
study, the frequencies and displacements of micro and nano scaled graphene sheets 
are obtained by using higher order elasticity methods. The surrounded medium is 
modeled via Winkler-Pasternak elastic foundation. Nonlocal elasticity theory is used 
to consider the size-effect. Both the Navier and Discrete singular convolution 
methods have been sued for solution. The effect of size-effect with other parameters 
on vibration and bending is investigated.  

  

1. Giriş 
 
Son zamanlarda deneysel ve teorik olarak yapılan 
çalışmalarda nanoyapılara fazlaca yer verilmektedir. 
Bunun en önemli nedenlerinden biri bu küçük ölçekli 
yapıların mekaniksel, elektriksel, elektroniksel ve 
ısısal anlamda olağanüstü özelliklere sahip olduğunun 
tespit edilmesidir. Bu nedenle de nanoyapıların 
havacılık, biyomedikal, biyomekanik, biyoelektrik gibi 
çok geniş uygulama alanlarına sahip olacağı 
öngörülmektedir. Özellikle mikro ve nano ölçekli 
alanlarda teknolojinin hızlı gelişebilmesi ancak atomik 
kuvvetleri ve küçük ölçek etkisini göz önünde 
bulunduracak çözüm yöntemlerine bağlıdır. Bu 
etkilerin ihmal edilmesi yanlış çözümlere dolayısıyla 
yanlış tasarımlara neden olabilir. Moleküler dinamik 
gibi bazı yöntemler atomik uzunluk ve küçük boyut 
etkisini dikkate almaktadır(Sun ve Zhang, 2003; Zhu 
vd., 2007; Liang vd., 2007). Fakat bu çözüm yöntemleri 
çok büyük ve çok sayıda denklemler içermektedir bu 
da zaman kaybına neden olmaktadır. Bu nedenle 
sürekli ortam mekaniği daha fazla tercih edilmektedir. 
Bunlardan en iyi ve yaygın olarak bilinen ve küçük 
ölçek etkisini de dahil eden sürekli ortam modeli, 
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Eringen’in yerel olmayan elastisie teorisidir(Eringen 
ve Edelen, 1972; Eringen, 1983). Büyük denklem 
takımlarına gerek kalmadan nano boyutlu yapıların 
davranışlarını yaklaşık olarak tahmin edebilmektedir. 
Eringen’e göre bir noktadaki gerilme diğer bütün 
komşu noktaların şekil değiştirmelerinin bir 
fonksiyonudur. Atomlar arası kuvvetler ve atomik 
uzunluk doğrudan malzeme parametresi olarak bünye 
denklemlerine etki etmektedir. Bu nedenle yerel 
olmayan elastisite teorisinin günümüzde ve gelecekte 
önemli bir role sahip olduğu düşünülmektedir.  
 
Karbon içeren birçok malzeme (karbon nanotüp, 
fulleren, nanoring) grafen tabakanın deforme hali 
olması nedeniyle, grafen tabakaları yapabilmek ve 
anlayabilmek deneysel çalışan araştırmacıların temel 
çalışması konusu olmuştur. Grafen tabakalar bize iki 
boyutlu karbon nano yapıları anlamak için yeni bir 
ufuk açmıştır. Grafen yeni nesil nanoelektronik 
cihazlar için yeni bir malzeme olarak düşünülebilir.  
 
Tek katmanlı grafen tabakalar birbirlerine kovalent 
bağ ile bağlanmış karbon atomlarından oluşan bal 
peteği görünümlü yapıdadır. Tek atom kalınlığına 
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sahip olan grafenler, grafitin temel yapı taşıdır. Tek 
duvarlı ve çok duvarlı grafen tabakaların polimer 
kompozit gibi bir elastik zemine gömülü olduğunda 
ana malzemenin mukavemetinin arttırılması 
sağlanmış olur.   
 
Elastik ortam ile çevrelenme genellikle Winkler zemin 
olarak modellenmektedir. Winkler tipi modellemede 
zemin, yakın aralıklı birbirinden bağımsız, dikey 
doğrusal yay dizisi olarak tanımlanabilir. Zemin 
parametresi, yayların sertliği ile temsil edilmektedir 
(Avcar, 2010). Bununla birlikte Winkler modeli 
mekaniksel davranış için kaba bir yaklaşımdır. Yaylar 
arasındaki etkileşim dikkate alınmadığından zeminin 
bütünlüğünü ve devamlılığını sağlayamamaktadır. 
Daha gerçekçi modelleme iki parametreli zemin 
modeli ile sağlanabilmektedir. Bu modellerden biri de 
Pasternak zemin modeli olarak anılmaktadır. Winkler 
zemin modeline ilave olarak yaylar arasına 
sıkıştırılamaz bir kesme tabakası eklenmiştir (Avcar, 
2016a; Avcar, 2016b; Civalek ve Demir, 2009.). 
 
Birçok araştırmacı farklı plak teorileri (klasik , birinci 
derece kayma deformasyon, üçüncü derece kayma 
deformasyon)  ile nano ve mikro boyuttaki plaklar ile 
ilgili çalışma yapmıştır (Aksencer ve Aydoğdu, 2011; 
Alibeigloo, 2011; Ansari vd., 2011; Jomehzadeh vd., 
2011; Malekzadeh vd., 2011a-b; Narendar, 2011; 
Pradhan ve Phadikar, 2009a; Tsiatas, 2009;). Klasik 
(Kirchoff ) plak teorisinde kayma gerilmeleri ve şekil 
değiştirmeleri ihmal edilmektedir. Birinci derece 
kayma deformasyon (Mindlin) teorisine göre düşey 
normal gerilmeler ihmal edilirken, düşey kayma 
gerilmeleri plak kalınlığı üzerinde lineer olarak 
değişmektedir. Plağın alt ve üst sınırında kayma 
gerilmelerinin olmama şartı ise kayma düzeltme 
katsayıları ile sağlanmaktadır. Kayma düzeltme 
faktörü gerektirmeyen ve kayma gerilmelerinin 
parabolik olarak değişen plak teorisi ise üçüncü 
dereceden kayma deformasyon (Reddy) teorisidir 
(Ventsel ve Krauthammer, 2001; Wang vd., 2000).  

 
2. Bilimsel Yazın Taraması  
 
Son yıllarda teknolojide yaşanan hızlı gelişmeler, Son 
yıllarda teknolojide yaşanan hızlı gelişmeler, mikro ve 
nano boyutlu yapılar üzerindeki ilginin artmasına yol 
açmıştır. Bu yapıları en verimli biçimde kullanabilmek 
için tasarım aşamasında mekanik davranış 
karakteristiklerinin çok iyi bir biçimde bilinmesi 
gerekir. Bu tip yapıların analizinde iki temel yaklaşım, 
atomik seviyede oluşturulan modeller ve sürekli 
ortam mekaniği modellemesidir. Moleküler dinamik 
simülasyonu gibi atomik düzeyde kurulan modellerde, 
sadece belirli sayıda atomdan meydana gelmiş basit 
sistemler incelenebilmekte ve hesaplamalar çok uzun 
sürmektedir. Dolayısıyla, bu konu üzerinde çalışan 
araştırmacılar, modelleme aşamasında sürekli ortam 
mekaniği yaklaşımlarını kullanmayı tercih etmeye 
başlamışlardır. Aşağıda konuyla ilgili literatürde yer 
alan bazı çalışmalar sunulmuştur  

 
Pradhan ve Murmu (2010) elastik zemine gömülü tek 
katmanlı grafen tabakaların burkulması yerel 
olmayan elastisite teorisine bağlı olarak yapılmıştır. 
Zemin tipi olarak Winkler ve Pasternak zemin tipi 
düşünülmüştür. Grafenin burkulma yükünde küçük 
ölçek katsayısının ve zemin parametresinin etkili 
olduğunu ayrıca zemin sadece Winkler olarak 
modellendiğinde zemin parametresinin artmasıyla 
yerel olmayan etkinin azalış ve artışlar gösterdiğini 
belirtmişlerdir. 
 
Aghababaei ve Reddy (2009) plakların eğilme ve 
tireşim analizini yerel olmayan elastisite teorisi ile 
gerçekleştirmişlerdir. Plak modeli olarak üçüncü 
derece kayma deformasyon teorisi kullanılıştır. Sonuç 
olarak Kirchoff, Mindlin ve Reddy plak teorileri sayısal 
olarak karşılaştırılmıştır. 
 
Pradhan ve Phadikar (2009b) tarafından çok katmanlı 
grafen plakaların serbest titreşim analizlerini yerel 
olmayan elastisite teorisine dayalı olarak 
gerçekleştirmişlerdir. Grafen plakaların polimer bir 
matris içerisinde olduğunu dikkate alarak bunları 
ortotropik ince plak gibi modellemişlerdir. 
Titreşimde, yerel olmayan etkinin yüksek modlarda 
daha etkin olduğunu, ayrıca polimer matrisin rijitliği 
arttıkça yerel olmayan etkilerin azaldığını ve kayma 
tabakasının etkisinin Winkler tabakasından daha fazla 
olduğunu belirtmişlerdir (Pradhan ve Kumar, 2010; 
Reddy, 2007; Ansari ve Rouhi, 2012; Ansari vd., 2010a; 
Ansari vd., 2010b; Ansari vd., 2011) 
 
Ansari vd. (2010b), tek katmanlı grafen tabakaların 
serbest titreşimi ile ilgili çalışmışlardır. Moleküler 
dinamik sonuçlarla yapılan karşılaştırma sonucunda 
yerel olmayan parametrenin grafen tabakanın 
geometrik değişkenlerinden bağımsız olduğu 
sonucuna varılmıştır. 
 
Samaei vd. (2011), tek katmanlı grafen plakaların 
burkulma analizini yerel olmayan elastisite ve Mindlin 
plak teorisini kullanarak gerçekleştirmişlerdir. Grafen 
plakaların elastik bir zemin üzerinde olduğunu 
Pasternak zemin modelini kullanarak dikkate 
almışlardır. Bu duruma ait yönetici denklemleri 
çıkartarak tüm kenarları basit mesnetli tek katmanlı 
grafen plaka için burkulma problemini analitik olarak 
çözmüşlerdir. Elde ettikleri sonuçları, grafiksel 
formda boyutsuz burkulma yükü oranının (yerel 
olmayan boyutsuz burkulma yükünün yerel (klasik) 
boyutsuz burkulma yüküne oranı) değişimi şeklinde 
sunmuşlardır. Grafen plakanın boyunun artmasıyla 
bütün burkulma modları için bu oranın arttığını ve 
mod sayısı arttıkça da bu oranın azaldığını 
göstermişlerdir. Ayrıca, hem Winkler hem de kayma 
parametresi değerlerindeki artışın bu oranda 
azalmaya neden olduğunu belirtmişlerdir. Burkulma 
analizi literatürde farklı parametre ve değişkenlerle 
çalışılmıştır (Babaei ve Shahidi, 2011; Farajpour vd., 
2011a-b; Hashemi ve Samaei, 2011; Civalek ve Demir, 
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2011; Civalek ve Demir, 2016; Mercan ve Civalek, 
2016a) 
 
Elastik zemin üzerindeki tek katmanlı grafen 
plakaların serbest titreşim analizi değiştirilmiş 
gerilme çifti teorisine dayalı olarak Akgöz ve Civalek 
(2012) tarafından gerçekleştirilmiştir. Yönetici 
denklemler ve sınır koşulları Hamilton prensibi 
yardımıyla elde edilmiştir. Elastik zemin ile grafen 
plaka arasındaki etkileşim Pasternak zemin modeli ile 
hesaba katılmıştır. Zemin parametresi ve ilave 
malzeme boyut ölçek parametresi değerlerinin 
artmasıyla doğal frekans değerlerinin de arttığını 
tespit etmişlerdir. Literatürde titreşim ve eğilme 
analizi üzerinde durulmuş pek çok çalışma 
bulunmaktadır  (Civalek ve Akgöz, 2013; Akgöz ve 
Civalek, 2014; Liew ve Wang, 2007a-b; Liew vd., 2008; 
Liew vd., 1995; Lim ve Liew,  1995; Lim vd., 1996; 
Wang ve Wang, 2011; Wang ve Arash, 2012; Wang vd., 
2011; Ma vd., 2008; Reddy ve Pang, 2008; Demir ve 
Civalek, 2015; Demir ve Civalek, 2016; Akbaş, 2016a-
b-c; Kocatürk ve Akbaş, 2013) 
  
Grafen, karbon atomunun bal peteği görünümlü 
yapılarından bir tanesine verilen isimdir (Şekil 1.). 
karbon atomu periyodik tablodaki en ilginç 
elementlerden biridir (Salvetat vd., 1999). Özellikle 
karbon nanotüpler ve C60 (fulleren) molekülleri ilk 
sentezlendikleri yıllardan günümüze kadar katı hal 
fiziğini son derece aktif araştırma alanları arasına 
girmiştir (Şimşek, 2010; Williams ve Adams, 2007; 
Zhang vd., 2005, Zhang vd., 2007).   
 

 
  

Şekil 1. Grafenin yapısı 
 
Bu çalışma kapsamında, yalnızca karbon 
atomlarından oluşan iki boyutlu hekzagonal yapıdaki 
tek katmanlı grafen plakaların eğilme ve titreşim 
analizleri yerel olmayan elastisite teorileri ile 
gerçekleştirilecektir. Grafen plakalar ince plak 
şeklinde modellenecek olup modellemede Kirchhoff 
ince plak teorisi kullanılacaktır. Ayrıca, bu yapının 
elastik bir üzerinde olması durumu Winkler ve 
Pasternak zemin modelleri kullanılarak dikkate 
alınacaktır.   
 
 
3.  Materyal ve Yöntem 
 
Kirchhoff ince plak teorisi olarak da adlandırılan, 
eğilmenin lineer, elastik ve küçük deformasyon 
teorisinin geçerli olduğu plak teorisi olduğu kabul 

edilmiştir. Bu varsayımlardan birçoğu, kirişlerin basit 
eğilme teorisine benzemektedir. Bu varsayımlar, üç 
boyutlu plak probleminin iki boyutlu bir probleme 
indirgenmesine olanak sağlar (Liew ve Han, 1995). 
Şekil 2’de Winkler-Pasternak zemine oturan 
dikdörtgen şeklindeki bir grafen tabakası 
gösterilmiştir. Burada Winkler zemin yay şeklinde, 
Pasternak zemin ise plak şeklinde gösterilmiştir. 

 

Şekil 2. Winkler-Pasternak zemine oturan 
dikdörtgen grafen 

 
3.1. Yerel Olmayan Elastisite Teorisi 
 
Boyut etkisinin önemli olduğu mikro ve nano ölçekli 
yapılarda (karbon nanotüp, biyolojik virüslerin ve 
kanser hücrelerinin matematik modellenmesi, 
mikrotüpçükler, mikro-elektro aygıtlar, mikro 
devreler gibi) özellikle Eringen tarafından önerilen 
yerel olmayan elastisite yaygın olarak 
kullanılmaktadır (Civalek ve Akgöz, 2010). 
 
Klasik fizik teorilerine göre denge denklemleri 
maddenin her bir noktası için geçerli olmaktadır. Bu 
durum madde boyutu büyük olan cisimler için 
geçerlidir. Fakat boyutlar küçüldükçe maddenin iç 
yapısını da dikkate alarak referans noktası dışındaki 
yerlerin de etkileşimini göz önünde bulundurmak 
yerinde olacaktır. Yerel olmayan elastisite teorisi bir 
noktadaki gerilmeyi hesap ederken sadece o 
noktadaki şekil değiştirmelerin bilinmesinin yeterli 
olmadığına aynı zamanda diğer tüm noktaların şekil 
değiştirmelerinin bir fonksiyonuna bağlı olması 
gerektiğine dayanmaktadır. Cisimler yer 
değiştirdiklerinde cismin şeklinde düzensizlikler 
meydana gelmektedir. Bu düzensizlikler de cismin 
içinde gerilmeler meydana getirmektedir. Buna örnek; 
bazı malzemelerin şekil değiştirdiğinde iç gerilme ve 
şekil değiştirme enerjilerinin sonsuza gitmesidir. 
Yerel olmayan elastisite teorisi ile çözüm yapıldığında 
bu sorun ortadan kalkar (Tepe, 2007). Özetle atomik 
yapının bünyesinden meydana gelen gerilmeler ihmal 
edilebilecek durumdaysa çözüm için klasik elastisite 
teorisi kullanılırken, gerilmelerin ihmal edilemeyecek 
kadar büyük olması durumu ve yerel şartların 
dışındaki şartlarında dikkate alınması gerektiği 
durumlar için yerel olmayan elastisite teorisi 
kullanılır. Homojen ve izotrop elastik bir katının yerel 
olmayan cauchy hareket denklemi (Eringen, 1983) 
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𝜏𝑘𝑙,𝑙 + 𝜌 (𝑓𝑙 −
𝜕2𝑢𝑙

𝜕𝑡2 ) = 0 (1) 

 
Bünye denklemi; 
 

𝜏𝑘𝑙(𝑥) = ∫𝜀𝑘𝑙𝑚𝑛(𝑥 − 𝑥𝑙)𝜀𝑚𝑛
𝑣

𝑑𝑣(𝑥𝑙) (2) 

 
şeklindedir. Burada 𝜏𝑘𝑙gerilme tansörünü, 𝜌 kütle 
yoğunluğunu,  𝑓𝑙  kütle kuvveti yoğunluğunu, 𝑢𝑙   yer 
değiştirme vektörünü, 𝑣 elastik cismin kapladığı 
hacmi, 𝑡 zamanı, 𝜀𝑘𝑙  şekil değiştirmeyi ifade 
etmektedir. 
 

𝜀𝑘𝑙 =
1

2
(

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙
+

𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑘
) (3) 

     
şeklinde olduğu bilinmektedir. 𝜀𝑘𝑙𝑚𝑛 , (𝑥 − 𝑥𝑙)  
vektörünün bir fonksiyonu olmak üzere buradan da 
anlaşılacağı gibi 𝑥 noktasındaki gerilme 𝑥𝑙     
noktasındaki şekil değiştirmeye de bağlıdır. 

  

𝜏𝑘𝑙(𝑥𝑙) = 𝜆 mm (x𝑙)𝛿𝑘𝑙 + 2𝜇𝜀𝑘𝑙(x𝑙) (4) 

  

𝜀𝑘𝑙(𝑥𝑙) =
1

2
(

𝜕𝑢𝑘(𝑥𝑙)

𝜕𝑥𝑙
𝑙 +

𝜕𝑢𝑙(𝑥𝑙)

𝜕𝑥𝑘
𝑙 ) (5) 

 
Bu denklemlerde 𝜏𝑘𝑙(𝑥𝑙) cismin 𝑥𝑙noktasındaki klasik 
(Cauchy) ya da yerel gerilme tansörü,  𝜀𝑘𝑙(𝑥𝑙) cismin 
𝑥𝑙  noktasındaki lineer şekil değiştirme tansörü,  𝜆    ve  
𝜇 ise Lame sabitleridir.  
 
Eringen tarafından kurucu denklem aşağıdaki bağıntı 
ile verilmiştir.   
 

[1 − (𝑒0𝑎)2∇2]𝜎𝑘𝑙 = 𝐶: 𝜀 (6) 

 
 Burada, a değeri malzemenin iç (granüler mesafe, 
latik parametre C-C karbon moleküleri çapları 
arasındaki uzaklık) ve dış karakteristik uzunluğudur 
(kırılma veya dalga uzunluğu) ve e0 ise her bir 
malzeme için deneysel olarak belirlenmiş ve önerilmiş 
olan katsayıdır. C ile ifade edilen ise dördüncü 

dereceden gerilme tansörüdür.   ise Laplace 

operatörünü temsil etmektedir ve aşağıdaki şekilde 
ifade edilebilir. 
 

∇2=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
 (7) 

 
İki boyutlu formda yerel olmayan gerilme ifadesi 
düzenlenirse  
  

σ𝑥𝑥 − (𝑒0𝑎)2 (
∂2σ𝑥𝑥

∂x2
+

∂2σ𝑥𝑥

∂y2 )

=
𝐸

1 − 𝜗2 (𝜀𝑥𝑥 + 𝜗𝜀𝑦𝑦) 

(8) 

 

σ𝑦𝑦 − (𝑒0𝑎)2 (
∂2σ𝑦𝑦

∂x2
+

∂2σ𝑦𝑦

∂y2 )

=
𝐸

1 − 𝜗2 (𝜗𝜀𝑥𝑥 + 𝜗𝜀𝑦𝑦) 

(9) 

   

τ𝑥𝑦 − (𝑒0𝑎)2 (
∂2τ𝑥𝑦

∂x2
+

∂2τ𝑥𝑦

∂y2 ) = 𝐺𝛾𝑥𝑦    (10) 

 
3.2. Formülasyon 
 
Klasik Kirchoff plak teorisine göre deplasman ifadeleri 
(Reddy, 1997)        
                     

u = u0(x, y, t) − z
𝜕𝑤

𝜕𝑥
  ,  

 

v = v0(x, y, t) − z
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

 

w = w(x, y, t) 

(11) 

 
u, v, w nanoplağın orta yüzeylerindeki deplasman 
fonksiyonlarını ifade etmektedir, ‘t’ ise zamanı ifade 
etmektedir.  Şekil değiştirmeler ise aşağıdaki şekilde 
tanımlanabilir 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
− z

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

 

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣0

𝜕𝑥
− z

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

 
𝜀𝑧𝑧 = 0 
 

 𝛾𝑥𝑦 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 2z

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 
 𝛾𝑥𝑧 = 0   ,  𝛾𝑦𝑧 = 0 

  

(12) 

 
Toplam potansiyel enerji ifadesi en genel haliyle 
aşağıdaki gibi ifade edilebilir 
 

Π = T − (𝑈 + 𝑉) (13) 
 
Burada U potansiyel enerjiyi, T kinetik enerjiyi ifade 
etmektedir. V ise dış kuvvetlerin ve elastik ortamın 
yaptığı işi göstermektedir. Kinetik enerji ifadesi en 
genel anlamda 
 

T =
1

2
∫ ∫ 𝜌(�̇�2 + �̇�2 + �̇�2)𝑑𝑧𝑑𝐴

𝐴

𝐿

0

 (14) 

 
şeklinde tanımlanır. Şekil değiştirme ifadesi 
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U =
1

2
∫ ∫(𝜎𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝜀𝑦𝑦

𝐴

𝐿

0

+ 𝜏𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦)𝑑𝑥𝑑𝐴 

(15) 

 
ve Pasternak zemin etkisi ve dış yüklerden dolayı 
oluşan kuvvet 
 

V =
1

2
∫ ∫(−𝑞(𝑥) + 𝑘𝑤𝑤

𝐴

𝐿

0

− 𝑘𝐺∇2𝑤)𝑑𝑥𝑑𝐴 

(16) 

 
olarak tanımlanabilir. Burada 𝑘𝑤 ve 𝑘𝐺 zemin için 

Winkler ve Pasternak katsayıları, 𝑞(𝑥) yayılı yükü ve 

𝜌  ise yoğunluğu ifade etmektedir. Klasik Kirchhoff 
plak teorisine göre kuvvet ve eğilme momenti ile 
gerilme arasındaki ilişki aşağıdaki gibi tanımlanabilir 
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(17) 

Denklem (14-16) yardımıyla virtüel iş prensibi 
üzerinden plak hareket denklemi her üç deplasman 
doğrultusunda (Reddy, 1997) 
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(18) 

şeklindedir. Denklem (17)’nin denklem (8-10)’da 
yerine yazılmasıyla yerel olmayan moment ifadeleri 
 

)()(
2

2

2

2

2

2

2

2
2

0
y

w
v

x

w
D

y

M

x

M
aeM xxxx

xx































  

)()(
2

2

2

2

2

2

2

2

2

0
x

w
v

y

w
D

y

M

x

M
aeM

yyyy

yy


































 
(19) 

yx

w
vD

y

M

x

M
aeM

xyxy

xy





























2

2

2

2

2

2

0 )1()(    

 

halini alır. Burada 
)1(12 2

3

v

Eh
D


 ’yi ifade etmektedir.  

Denklem (19), denklem (18)’deki yerine yazılırsa 
(kuvvet ifadeleri sıfır alınarak) yönetici denklem 
(Pradhan ve Kumar, 2011; Pradhan ve Phadikar, 
2009a-b; Phadikar ve Pradhan, 2010; Pradhan ve 
Murmu, 2009a-d; Mohammadimehr vd., 2014) 
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(20) 

olarak bulunmuş olur. 
 
3.3. Analitik Çözüm 
 
Çözüm için dört kenarı basit mesnetli plak (SSSS) 
düşünülmüştür. Deplasman ve frekansın elde edilmesi 
için kullanılacak olan Navier tipi çözüm yöntemi 
aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 
 

    ti

nm

m n

mn eyxWw  sinsin
1 1










  

 

(21) 

Burada 
a

m
m


  , 

b

n
n


  ’dir 

 
Denklem (20)’de q(x) deplasman ifadesi sıfır(0) 
alınarak Denklem (21), denklem (20)’de yerine 
yazılırsa 
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(22) 

 
şeklinde frekans ifadesi elde edilmiş olur. Basit 
mesnetli grafenin üzerindeki yayılı yükün 
tanımlaması aşağıdaki şekilde yapılabilir 
 

   yxqq nm

m n

mn  sinsin
1 1










  (23) 
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Burada  

   dxdyyxq
ab

q nm

a b

mn  sinsin
4

0 0

   (24) 

 
olarak elde edilir. Statik analiz için denklem (21) ve 
(23), denklem (29)’de yerine yazılırsa 
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(25) 

şeklinde deplasman ifadesi bulunmuş olur. 
 
3.4. Ayrık tekil konvolüsyon (ATK) yöntemi 
 

Ayrık tekil konvolüsyon (ATK) yöntemi ilk olarak 
Wei (1999) tarafından ortaya atılmıştır. Wei’nin de 
belirttiği gibi (Wei, 1999; Wei, 2001; Wei vd., 2002a-
b) çeşitli fen bilimleri ve mühendislik problemlerinde 
görülen tekil konvolüsyonlar (TK), Hilbert, Abel and 
Radon dönüşümleri gibi, matematik dönüşümlerinin 
özel bir sınıfını oluşturur. Gerçekten de çoğu pratik 
uygulamada bu dönüşümlerin kullanılması gerekir. 
Wei ve arkadaşları Ayrık Tekil Konvolüsyon 
algoritmasını ilk olarak katı ve akışkanlar mekaniği 
problemlerinin çözümünde uygulandı  (Civalek, 2006; 
Civalek, 2007; Civalek, 2009; Civalek ve Gürses, 2009; 
Lim vd., 2005; Baltacıoğlu vd., 2011; Demir vd., 2016; 
Mercan vd., 2016; Mercan ve Civalek, 2016b). Bundan 
başka, ATK algoritmasının mekanikte uygulanan 
türevsel eşitliklerin çözümünde esneklik sağlayan 
özelliklere sahip olduğu ortaya çıkmaktadır. Diğer 
sayısal yöntemlerde olduğu gibi ayrık tekil 
konvolüsyon yönteminde de sürekli model kerneller 
kullanılarak ayrıştırılır. Kernel olarak Shannon kernel, 
Shannon delta kernel, Dirichlet kernel, kullanılır. Tekil 
konvolisyon ( Wei, 1999) 

 

 



dxxηxtTtηTtF )()())(()(

 
(26) 

 

olarak ifade edilebilir, tekil kernel aşağıdaki formda 
yazılır  

 (n=0,1,2,…) 
(27) 

 
Buradaki ayrık kernel of delta tiptir. Yeterli düzgün 
yaklaşımla, ayrık tekil konvolüsyon yönteminin 
dikkate alınması son derece etkili olur (Wei, 1999) 
 

)()()( xfxtTtF kk
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(28) 

 

Yakın geçmişte, bazı yeni kernellerin kullanımı 
mekanik ve uygulamalı matematik problemlerinin 
çözümünde önerilmiştir. Shannon kernel : 
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(29) 

 
şeklinde düzenlenmiştir. Örneğin bir fonksiyon için 
herhangi bir mertebeden türev 
 

)()(  )()(
xfxxδxf kk

M

Mk
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(30) 

 
olarak belirtilmiştir ve  (n) türevin mertebesini 
göstermektedir. (2M+1) x çevresinde konumlanan ve 
genellikle toplam değerinden daha küçük toplam 
hesap genişliğidir.     

 
4.  Problemin Çözümü  

 
Bu bölümde bütün kenarları basit mesnetli dikdörtgen 
şekle sahip tek katmanlı grafen plakanın serbest 
titreşim ve statik analizi yerel olmayan elastisite 
teorisine dayalı olarak gerçekleştirilmiştir. Yerel 
olmayan malzeme ve elastik zemin parametrelerinin 
grafen plakaya ait açısal frekans ve deplasman 
değerleri üzerindeki etkileri detaylı bir biçimde 
incelenmiştir. Tablolarda yer alan boyutsuz zemin 

parametreleri 
D

ak
K W

W

4

  ve 
D

ak
K G

G

2

 şeklinde 

ifade edilebilir.           

Tablo 1.  Winkler zemine oturan kare bir grafen 
tabakanın boyutsuz temel titreşim frekansı 
















D

h
a


 2

 
 

Kw SSSS SCSC SSSC 
0 19.8073 28.3433 23.6730 

100 22.1314 30.6412 25.6832 
1000 37.2781 42.8571 39.5003 

 
Tablo 1’de b/a oranı 1 olan Winkler zemine oturan 
grafen tabakanın boyutsuz temel frekans değerleri yer 
almaktadır. Winkler zemin parametresi değerinin 
artması bütün mesnet koşullarında boyutsuz temel 
titreşim frekansı değerini artırmaktadır. Winkler 
zemin etkili veya etkisiz en düşük boyutsuz temel 
titreşim frekansı değerleri SSSS mesnet koşulunda 
çıkarken en yüksek değerler SCSC mesnet koşulunda 
gözlenmiştir. Tablo 2’de SSSS mesnet koşuluna sahip 
Winkler zemine oturan kare bir grafen tabakanın ilk 5 
modu için boyutsuz titreşim frekans değerleri 
görülmektedir. Winkler zemin etkisi dahilinde mod 
sayısı değeri arttıkça frekans değerleri artmaktadır.  
Winkler zemin parametresi değerinin artması da 
frekans değerlerini artırmakla birlikte yüksek 

)()( )( xδxT n
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modlarda bu parametrenin etkisinin azaldığı 
gözlenmektedir. 

Tablo 2.  Winkler elastik zemine oturan SSSS sınır 
şartına sahip grafen tabakanın boyutsuz frekans 

değerleri (b/a=1) 
 

Kw 
mod sayısı 

1 2 3 4 
100 22.1314 50.2861 79.6771 99.8913 
500 29.8758 54.2032 82.1412 101.6573 

 
 
 

Tablo 3.  İki parametreli elastik matris yapı 
üzerindeki grafen tabakanın boyutsuz temel frekans 

değerleri 
 

zemin 
parametreleri SSSS SCSC SSSC 

Kw KG 
0 0 19.8073 28.3433 23.6730 
0 100 48.6233 54.7412 51.3345 

100 100 49.6378 55.6521 52.3145 
 
Tablo 3’te Winkler ve Pasternak zemin etkisindeki 
kare bir grafen tabakanın boyutsuz temel frekans 
değerleri bulunmaktadır. Pasternak ve Winkler zemin 
parametreleri ayrı ayrı bütün mesnet koşullarında 
boyutsuz temel titreşim frekans değerlerini artırırken 
aynı değere sahip olduklarında Pasternak zemin 
parametresinin frekans değerini artırmada daha 
baskın olduğu görülmektedir. Tablo 4’e benzer olarak 
en düşük boyutsuz temel frekans değeri SSSS mesnet 
koşulunda iken yine en yüksek değerler SCSC mesnet 
koşuluna sahip bir grafen tabakada görülmektedir. 
 
Tablo 4.  İki parametreli elastik zemine oturan SSSS 

sınır şartına sahip grafen tabakanın boyutsuz 
deplasman değerleri  4/ qaWD  

 

Kw KG  

1 
5 0.00346 
20 0.00251 

   
75 

5 0.00281 
20 0.00181 

   
500 

5 0.00130 
20 0.00114 

 
Tablo 4’te iki parametreye sahip grafen tabakanın 
SSSS mesnet koşulunda yaptığı deplasmanlar 
bulunmaktadır. Winkler zemin parametresi değerinin 
artması deplasman değerini düşürmektedir. Yine sabit 
bir Winkler zemin parametresi etkisinde Pasternak 
zemin parametresi değerinin artması boyutsuz 
deplasman değerini düşürmektedir. Pasternak zemin 
parametresinin etkisi, Winkler zemin parametresinin 
düşük olduğu yerlerde daha fazla belli olmaktadır. 
 
 

Tablo 5.  İki parametreli elastik zemine oturan SSSS 
sınır şartına sahip grafen tabakanın farklı malzeme 

katsayısında boyutsuz deplasman değerleri 
 

Kw KG 
 2

0

2 ae  

0 1 2 4 
0 0 0.0043

8 
0.0118

6 
0.0193

4 
0.0269 

      
10
0 

0 0.0034
4 

0.0068
5 

0.0088
3 

0.0101 

20
0 

0 0.0028
4 

0.0048
1 

0.0057
0 

0.0062
8 

      
10
0 

1
0 

0.0024
3 

0.0037
4 

0.0042
6 

0.0045
1 

20
0 

1
0 

0.0021
2 

0.0030
5 

0.0033
8 

0.0035
7 

 
Tablo 5’de yerel olmayan elastisite teorisine göre iki farklı 
zemin etkisinde olan SSSS mesnet koşuluna sahip grafen 
tabakanın farklı malzeme katsayısındaki boyutsuz 
deplasman değerleri görülmektedir. Yerel olmayan 
malzeme katsayısı dahilinde veya dahil olmadan Winkler 
ve Pasternak zemin parametrelerinin artmasıyla 
boyutsuz deplasman değerleri azalmaktadır. Zemin etkili 
veya etkisiz yerel olmayan malzeme katsayısı arttıkça 
deplasman değerleri artmaktadır.  Yerel olmayan 
malzeme katsayısı değeri arttıkça Winkler ve Pasternak 
zeminin etkisi daha fazla olmakta, deplasmanlar 
arasındaki fark artmaktadır. Genel olarak bakıldığında 
düşük Pasternak zemin parametresi daha yüksek olan 
Winkler zemin parametrelerini baskılamakta 
deplasmandaki azalma oranını daha düşük seviyelere 
indirmektedir. 

Tablo 6.  İki parametreli elastik zemine oturan SSSS 
sınır şartına sahip grafen tabakanın farklı malzeme 

katsayısında boyutsuz açısal frekans değerleri 
(a=b=20h, h=0.34nm) 

 

Kw KG 
 2

0

2 ae  

0 1 2 4 
0 0 19.739

2 
16.524
8 

14.497
8 

11.996
2 

      
10
0 

0 22.127
7  

19.315
0 

17.612
1 

15.617
5 

20
0 

0 24.282
4  

21.750
1 

20.253
0 

18.544
7 

      
10
0 

1
0 

26.211
2  

23.884
3 

22.529
5 

21.007
1 

20
0 

1
0 

28.054
0    

25.893
2 

24.649
1 

23.265
8 

 
Tablo 6’da iki parametreye sahip grafen tabakanın 
SSSS mesnet koşulunda serbest titreşim açısal 
frekansları yer almaktadır. Winkler ve Pasternak 
zemin parametresi değerinin artması frekansları 
artırmaktadır. Yerel olmayan malzeme katsayısı 
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arttıkça ise açısal frekans değerlerinin azaldığı 
görülmektedir. 
 
 
5. Sonuç ve Tartışma 
 
Bu çalışmada, elastik zemin üzerindeki tek katmanlı 
grafen plakaya ait eğilme ve serbest titreşim analizleri 
gerçekleştirilmiştir. Grafen plak Kirchhoff plak 
teorisine göre modellenmiştir. Elastik zemin etkisi 
Winkler-Pasternak elastik zemin modelleri ile hesaba 
dahil edilmiştir. Yerel olmayan elastisite ile elde edilen 
sonuçlar klasik sonuçlarla karşılaştırmalı biçimde 
tablolar ile sunulmuştur. Yapılan analizler sonucu 
ulaşılan sonuçlar incelendiğinde elastik zemin 
etkisinin dikkate alınmasıyla birlikte deplasman 
değerlerinin azaldığı temel frekans değerlerinin ise 
arttığı gözlemlenmiştir. Göz önüne alınan yapıların 
karakteristik boyutlarında meydana gelen artış 
sonucunda boyut etkisi giderek azalmakta olduğu ve 
elde edilen sonuçların klasik sonuçlara yaklaştığı 

görülmüştür. 
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