SPIELTHEORIE

Tamer MUFTUOGLU

I[. Der Begriffsapparat der Spieltheorie

Das Untersuchungsobjekt der Spieltheorie wird durch das folgende
Zitat von SHUBIK am besten charakterisiert: «Fin Ingenieur oder Produk-
tionsleiter, dem bestimmte Geldmittel zur Verfligung stehen und dem die
Aufgabe tbertragen wurde, einen industriellen Prozess umzustellen, um
Kosten zu sparen oder eine Maschine zu produzieren, die eine bestimmte
Aufgabe erfiillen soll, hat mit einer Minimierungs - oder Maximierun gsauf-
gabe zu tun, in der er im wesentlichen die ganze von Menschen ausgelibte
Kontrolle innehat. Einzelheiten, wie die Verinderungen des Wetters, ein
eventuelles Versagen einer Maschine oder eine schlechte Verdauung, kénnen
seine Handlungen beeinflussen, aber in den meisten Fillen kann er solchen
Dingen Rechnung tragen; es ist jedoch schon eine gute Annaherung, wenn
man annimmt, dass er die Situation kontrolliert, also, sofern er sich nicht
in einen psychotischen Zustand befindet, der ihn glauben macht, dass
«seme Maschinen gegen ihn sind», sieht er sich einer Situation gegeniiber,
die im allgemeinen als Minimierungs - oder Maximierungsproblem. bezeich-
net werden kann. Aufgrund von Erfahrungen, die einige Leute gamacht
haben, moégen wir vielleicht das Gefiihl haben, dass es jedesmal regnen
wird, wenn wir zu einem Picknick gehen; es ist jedoch gewohnlich nicht
verniinftig anzunehmen, dass eine {ibernatiirliche Macht damit beschiftigt
ist, uns die Freude zu verderben. Auf einem Schlachtfeld wihrend fiir die
Aufstellung eines Kandidaten oder in einem Pokerspiel ist es verniinftig
anzunehmen, dass es eine bewusste aktive Kraft gibt, die mindestens einigen
unseren Interessen entgegensteht... Der Entscheider steht in einem Spiel
einem Problem der Optimierung widerstreitender Interessen gegeniiber.
Er muss seine Plane nicht nur seinen eigenen Wiinschen und Fihigkeiten
anpassen, sondern auch den Wiinschen und Fihigkeiten anderer.»!

1 SHUBIK, M., «Spieltheorie und die Untersuchung des sozialen Verhaltens: eine
einfithrende Darstellung,» in: Spieltheorie und Sozialwissenschaften, Hrg.: SHUBIK, M.,
Hamburg, 1965, s. 1-f
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Nach diesem langen Zitat bleiben Jetzt die einzelnen Begriffe der
Spieltheorie zu erkliren.

Unter einem Spiel wird ein Satz von Regeln verstanden, die die Spielre-
geln bilden.2 «Unter den Spielregeln ist ein System von Bedingungen zu
verstehen, die alle méglichen Varianten fiir die Operationen der Spieler,
den Umfang der Operationen jedes Spielers iiber das Verhalten der anderen,
die Aufeinanderfolge der Ziige und auch das Resultat oder den Ausgang
des Spiels, zu dem die Gesamtheit der Ztige fiihrt, festlegt».3 Das Spiel wird
demnach als ein abstrakter Begriff verstanden, der sich von einer speziellen
Durchfiihrung des Spiels unterscheidet: «Jedes spezielle Beispiel, bei dem
ein Spiel auf eine ganz spezielle Art von Anfang bis zum Ende gespielt
wird, ist eine «Partie» 4

Der zeitliche Ablauf eines Spiels besteht aus einer Reihe aufeinander-
folgender Ziige. Die Ziige bilden also die Elemente eines Spiels, und als
einen Zug bezeichnet man in der Spieltheorie die Auswahl einer der Alterna-
tiven, die unter der Beriicksichtigung der S pielregeln erfolgt. Diese Auswahl
einer Alternative kann von einem Spieler getroffen oder auch von einem
Zufallsmechanismus bestimmt werden. Auch der Zug wird in der Spieltheorie
als ein abstrakter Begriff verstanden. «Die speziell gewidhlte Alternative
in einem konkreten Beispiel -d.h. in einer Partie-ist die «Wahly... Das
Spiel besteht aus einer Folge von Ziigen, die Partie aus einer Folge von
Wahlen».> Man unterscheidet zwischen personlichen Ziigen und Zufallsziigen.
«Als personlichen Zug wollen wir die bewusste Auswahl eines der
vorliegenden Stellung méglichen Zuges und seine Realisierung durch einen
der Spieler bezeichnen... Als zufélligen Zug bezeichnen wir eine Auswahl
aus der Menge der Ziige, bei der die Entscheidung nicht vom Spieler gewihlt
wird, sondern von irgendeiner zufdlligen Auswahl (Werfen einer Miinze,
Wiirfeln, Mischen und Verteilen der Karten usw.) abhidngt».6 Wenn ein
Spiel mathematisch bestimmt sein soll, so muss die Wahrscheinlichkeitsyer-
teilung der moglichen Zufallsziige zuerst ermittelt werden. Die Zahl der
moglichen ‘Alternativen fiir einen Zug ist durch die Spielregeln festgelegt.

“In dem Standardbuch der Spieltheorie «Theory of Games and economic Behavior» -
(deutsche Ausgabe: Spieltheorie und wirtschaftliches Verhalten, Wiirzburg 1961) Wird
definiert: «Das Spiel ist einfach die Gesamtheit aller Regeln, die es beschreibeny», s, 48

SWENTZEL, J.S., Elemente der Spieltheorie, Ziirich-Frankfurt, 1964, s. 6.

‘v. NEUMANN, J, u. MORGENSTERN, O. Spieltheorie und wirtschaftliches
Verhalten, 1961, s, 48

V. NEUMANN, J. und MORGENSTERN, O, aa.0., S. 49

S WENTZEL, J. S, ae0, s 7
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Einige Spiele bestehen nur aus Zufallsziigen, die Gliicksspiele genannt
werden und nicht zum Gegenstand der Spieltheorie gehéren. Den Ge-
genstand der Spieltheorie bilden die strategischen Spiele, die mindestens
einen personlichen Zug aufweisen. Einige Spiele bestehen ‘dagegen nur aus
personlichen Ziigen, wie z.B. Schach. Die Mehrzahl der strategischen Spiele
enthdlt jedoch sowohl persénliche Ziige als auch Zufallsziige.

Der Informationsstand der Spieler in dem Spielablauf besitzt in der
Spieltheorie zum Fillen einer Entscheidung fiir eine bestimmte Alternative
eine grosse Bedeutung; man kann die Spiele nach diesem Informationsstand
der Spieler in «die Spiele mit vollkommener Information» und in «die Spiele
mit unvollkommener Information» klassifizieren. Als ein Spiel mit vollkom-
mener Information werden diejenigen Spiele bezeichnet, in denen jeder
Spieler bei jedem Zug die Resultate aller vorangegangenen Ziige und dariiber
hinaus die Abfolge der gegnerischen Ziige in ihrer funktionalen Verkniip-
fung, d.h., die Alternativen jedes gegnerischen Zuges, kennt. Das ist z.B.
im Schachspiel immer der Fall. Jedoch ist diese Bedingung nicht in allen
Spielen erfiillf. In Kartenspielen ist jeder Spieler im Spielablauf iiber die
Durchfiihrung der gegnerischen Ziige orientiert, er kennt jedoch nicht, aus
welchen Alternativen der Gegner fiir einen bestimmten Zug seine Wahl
getroffen hat. Dieser Mangel an Spieliibersicht fiithrt zu Bluffen, Si gnalisie-
ren usw. Solche Spiele gehéren zu den Spielen mit unvollkommener Infor-
mation. Alle Spieler besitzen jedoch in beiden Arten eine «vollstdndige
Information», die sich auf die Kenntnis der Spielregeln bezieht, weil ohne
diese Kenntnis, also ohne vollstindige Information der Spieler, das Spiel
nicht gespielt werden kann,

Man kann sich den Verlauf eines Spiels so vorstellen, dass sich jeder
Spieler in jeder Spielsituation nach seinem jeweiligen Informationsstand
fur emen bestimmten Zug entscheidet, also als ¢ine Kette von Ziigen. Die
einzelnen Spielsituationen sind durch die Gesamtheit der Informationen
tber den bisherigen Verlauf des Spiels gekennzeichnet, die dem Spieler auf
Grund der Spielregeln in dem Moment zur Verfligung stehen, in dem er
seine Entscheidung zu fillen hat. In dieser Weise kann aber jeder Spieler
seine Entscheidungen fiir einzelne Ziige in jeder miiglichen Spielsituation
nach seinem jeweiligen Informationsstand in einem Plan vorherbestimmen.
Ein solcher Plan, der in der Spieltheorie als «Strategie» von grundlegender
Bedeutung ist, kann wie folgt definiert werden. «Eine Strategie eines Spielers
ist ein vollstindiger Verhaltensplan, der fiir jede mogliche Situation, in die
der Spieler im Verlauf einer Partie des Spieles gelangen kann, das Verhalten

-
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des Spielers, d.h. die in dieser Situation zu treffende Entscheidung festlegt».”
Normalerweise wird natiirlich jeder Spieler seine Entscheidung fiir einen
Zug im Spielverlauf vornehmen. Man kann sich jedoch theoretisch vorstel-
len, dass diese Entscheidungen schon vor dem Spielbeginn nach dem je-
weiligen Informationsstand getroffen und in einer Strategie zusammengefasst
werden. Das ist im Prinzip fiir jedes Spiel méoglich.

Gewohnlich hat jeder Spieler mehrere Strategien. Der Spieler entschei-
det sich entweder nur fiir eine bestimmte Strategie, die als «reine Strategie»
bezeichnet wird, oder er nimmt eine Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Stra-
teg'en vor, nach der die einzelnen Strategien zu spielen sind. Diese letzte
Art wird als «gemischte Strategien» bezeichnet.

In Abhéngigkeit von der Anzahl der Strategien unterscheidet man
zwischen «endlichen Spielen» und «unendlichen Sprelen». In endlichen
Spielen hat jeder Spieler eine endliche Anzahl von Strategien, in unendlichen
Spielen besitzt dagegen mindestens ein Spieler unendliche Strategien. In
dieser Arbeit werden nur die endlichen Spiele behandelt, die auch den
Regelfall bilden.

II. Das Ziel der Spieltheorie

Das Ziel der Spieltheorie besteht darin, fiir den Spieler Empfehlungen
fiir ein rationales Verhalten in Konfliktsituationen® auszuarbeiten. Diese
Empfehlung wird als Bestimmung einer optimalen Strategie fiir den betref-
fenden Spieler gewonnen, die sowohl eine reine Strategie als auch eine
gemischte Strategie sein kann. «Als optimale Strategie eines Spielers wird
in der Theorie der Spiele eine solche Strategie bezeichnet, die bei mehrfacher
Wiederholung des Spiels dem jeweiligen Spieler einen maximal mdoglichen
mittleren Gewinn sichert (oder was dasselbe ist, einen minimal moglichen
Verlust)».> Wenn die optimale Strategie eine reine Strategie ist, so entspricht
der mittlere Wert dem Wert dieser reinen Strategie, bzw. die reine Strategie
wird bei der mehrfachen Wiederholung eines Spiels Jedes Mal angewendet,

‘BURGER, E., Einfiithrung in die Spieltheorie, Berlin 1959, s. 10.

% «Bei der Losung vieler praktischer Aufgaben (in konomie, Millitarwissensenschaf-
ten usw,) sind Situationen zu analysieren, in denen sich zwei (oder mehrere) Seiten gege-
niiberstehen, die entgegengesetzte Ziele verfolgen, Hierbei sind die Auswirkungen jeder
Massnahme davon abhidngig, welche Handlungsweise der Gegner auswiihlt, Liegt eine
solche Situation vor, so wollen wir sie als «Konfliktsituation» bezeichnen.» WENTZEL,
JoS Ol TS

SWENTZEL, J. S, aa0O, s 13
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Dieser «maximal mogliche mittlere Gewinny ist der sicherste Maximal-
gewinn, der auch im ungiinstigsten Fall zu erreichen ist. In der Spieltheorie
nimmt man an, dass der Gegner genauso rational handelt und alles tun wird,
um zu verhindern, dass der andere sein Ziel erreicht weil er mit anderen
in einem Zielkonflikt steht.

In jedem Spiel wird, wenn um Geld gespielt wird, gewonnen oder
verloren. Das Ziel der Spieler besteht darin, diesen Gewinn oder Verlust
zu maximieren bzw. minimieren. Man kann in diesem Fall das Ergebnis
auch numerisch ausdriicken. In der Spieltheoric werden diese Grossen in
Nutzen ausgedriickt. «Es war nun moglich, entgegen den herrschenden
Amnsichten tiber die Unmessbarkeit des Nutzens, diesen eine Zahl so zuzu-
ordnen, dass die Theorie der Indifferenzkurven und die dquivalenten Formen
tberfliissig werden».10 v. NEUMANN und MORGENSTERN haben dies,
von dem «erwarteten Nutzen» ausgehend, durch ein strenges axiomatisches
System erreicht. «Die Axiome beruhen auf der Tatsache, (1) dass ein Indivi-
duum eine vollstindige Ordnung seiner Bediirfnisse hat und (2) dass es
imstande ist, eine Kombination von mindestens zwei Bediirfnissen sich
vorzustellen. Auf dieser Grundlage kann man den Nutzen numerisch
messbar machen, d.h. bis auf eine lineare Transformation, und ohne Festle-
gung einer Null oder eines Massstabesy 11

III. Die «extensive» und «normalisierte» Form der Spielbeschreibung

Der Spielablauf kann in der Form dargestellt werden, dass man alle
Abfolgen der Ziige, die Auswahl der Alternativen und die Verdnderung des
Informationsstandes fiir jeden Spieler von Beginn bis zum Ende des Spiels
verfolgt, und dann das Ergebnis des Spieles bekanntgibt. Eine solche Besch-
reibung des Spiels bezeichnet man als «extensive» Form der Spielbeschrei-
bung, die dem tatsichlichen Spielverlauf entspricht.

W MORGENSTERN, O,, Spieltheorie und Wirtschaftswissenschaft, s. 79

1 MORGENSTERN, O,, a.a.0,, s. 79. Der Beweis beruht auf der Anwendung des
Dedekindschen Schnittes, MORGENSTERN weist weiter darauf hin: «Obwohl diese
Fragen von erheblicher Interesse sind, spielen sie doch fiir unsere Theorie eine nur un-
tergeordnete Rolle, Sollte die Messbakeit des Nutzens nicht akzeptiert werden, so wiirde
das die Theorie der Spiele nicht sehr tief berithren Sie wiren dann nur auf die Fille an-
wendbar, bei denen klarerweise Zahlen vorliegen, namlich wenn Gewinne in Geld aus-
gedriickt und Ubertragen werden. Die Mehrzahi der Gkonomischen Vorginge gehort in
diese Klasse, und zwar gerade diejenigen, die, wie die Erscheinung der monopolistischen
Konkurrenz, am meisten Schwierigkeiten bereitet haben» s, 80
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Zur Beschreibung der extensiven Form eines Spiels benutzt man die
mengentheoretische Methode oder die aus der Topologie entlichene geo-

metrische Zweigmethode. Die Zweigmethode wird hier in ihren Grundlagen
dargestellt (Abb. 1).

Jedes Spiel kann durch einen solchen Zweig wie in Abb. 1 dargestellt
werden. Hier konnen die Verzweigungspunkte als Ziige, die Verbindungsli-
nien von einem Punkt zum anderen als Wahlen und die von einem Punkt
nach oben aufstrebenden Linien als Alternativen gekennzeichnet werden.
Die Nummer bei jedem Verzweigungspunkt reprisentiert den Spieler, dem
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(Abb. 1)

der jeweilige Zug zusteht. Die Nummer O bezeichnet, dass ihr zugehoriger
Zug emn Zufallszug ist, und man ordnet den einzelnen Alternativen die
Wabhrscheinlickeit ihres Auftretens zu. Jede vom Fusspunkt bis zum End-
punkt monoton steigende Linie reprisentiert eine Partie. Weil auch jeder
Endpunkt nur mit einer einzigen Linie zum Fusspunkt verbunden ist,
«sind die Endpunkte auch fiir sich genommen zur Reprisentation der Par-
tien geeignet. Thre Zahl stimmt mit der Zahl der maoglichen (nicht iden-
tischen) Partien tberein. Auch die Zweigsmethode (wie die mengenthe-
oretische Methode) fiihrt also zur Auffassung von Spiel als Summe seiner
nicht identischen Partien.»2 Das heisst mit anderen Worten, dass der Zweig
als ganzes das Spiel reprisentiert.

Die andere sehr vereinfachte Spielbeschreibﬁng 1st die «normalisierte»
Form, die der extensiven Form mathematisch streng fquivalent ist. Die

12NICOLIN, R,, Die Theorie der Spiele und ikre Bedeutung fiir die Theorie der a!rga-
polistischen Konkurrenz, Diss, Koln, 1958, 5. 26.
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«normalisierte» Form wird im Rahmen der Strategien gegeben, die den
Spielern zur Verfligung stehen. Das Particergebnis kann nimlich als Funk-
tion von den Strategien angesehen werden, die von den Spielern und dem
Zufallsmechanismus zur Anwendung gebracht werden.

Fic () = Gk (50, 51, S2..., 8n)

wobel s1, ... sy die Strategien der Spieler, s, die des:Zufalls sind. So hat eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung (s, = 1, ... Bo). = ist das Partieegebnis, das
durch (n+4-1) Strategien determiniert ist. Fi (m) stellt das Ergebnis fiir den
Spieler k. Auf der anderen Seite besteht iiber alle Gy eine mathematische
Erwartung, weil sie eine Wahrscheinlichkeit besitzt. Man muss deshalb
die bisherige Funktion des Partieergebnisses durch folgendes ersetzen:

Bo

Hk (51, e’y Sn) = z PE[}. GR (S{., b Sn]
Sg:l

wobel Ps, = p1, ps, ... pg st

Damit hat man den Zufall eliminiert, und das Partieergebnis hingt
nun nur von den Strategien der (n) Sj::-ie:ler ab. Die Hyx wird als Zahlungs-
funktion des Spielers k bezeichnet. Ubrigens bleibt die Tatsache auch nach
dem Ersatz der Gy durch Hj bestehen, dass das Spielergebnis (Wert des
Spieles) eine mathematische Erwartung darstellt,

IV. Nullsummenspiele
1. Zwei-Personen-Nul [summenspiele

a) Minimax-Prinzip

f

Nehmen wir ein Zwei-Personenspiel mit der Summe Null, in dem der
erste Spieler A iiber (m) und der zweite Spieler tiber (n) Strategien verfligt.
Jede beliebige Kombination der Strategien von A und B entspricht einem
Spielergebnis, aus dem jeder Spieler fiir sich das Beste herausholen will.
Wie die folgende Matrix, 13 zeigt, haben wir in diesem Fall (mxn) Spieler-
gebnisse.

13 Eine solche Matrix wird in der Spicltheorie als «Spielmatrix» oder «Auszahlungs-
matrix» bezeichnet,
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A

i, B—} BI BE ------------ BJ ............ Bn

A, Vi b TG e R A E e e Van
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A] v]_:[ 'Uiz ............ V—lj ............ an

Aﬂl vm] sz .......... "ij ............ ‘Tnm
Matrix 1

Bezeichnen wir mit dem Index (i) die Nummer der Strategie von A
und mit dem Index (j) die Number der Strategie von B. Die Aufgabe besteht
Jetzt darin, die optimalen Strategien fiir A und B zu bestimmen.

Der Spieler A wird, um seine optimale Strategie ausfindjg zu machen,
davon ausgehen, alle seine Strategien nacheinander zu analysieren und in
seiner Analyse zu beriicksichtigen, dass sein Gegner B ebenfalls nach hochs-
tem Gewinn strebt und der Auswahl seiner Strategie (von B; bis Bp) zu einer
Minimierung des Gewinns von A strebt, was dasselbe bedeutet, dass er
seinen eigenen Gewinn maximieren will (Zwei-Personen-Nullsummenspiel).
Der Spieler B wird also seine Strategie B; in der Weise wihlen, dass das
Spielergebnis von A, Wa (A;, B;) minimiert werden kann:

di = Mil‘lj Wa (Ai, Bj)

Der Spieler A muss also, um seine optimale Strategie zu finden, den
kKlemsten Wert jeder Zeile bestimmen, auf den ihn der Spieler B zwingen

kann. Diese kleinsten Werte der Zeilen bezeichnen wir mit a;, wobei i = 1,

2 ist:
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B— Bi B: Sir e B, Zeilenminima
A (ai)
1) l
Ay o PWABY  WAB) WAB,) | a
A WAB) WAB) ............ W(A:B.) a,
An o (W(A:B1) WALB) ............ W(AmBD_) Am
Spalten
maxima
(b;))— b b, | ba
Matrix 2

Der Spieler A wird seine Strategie (A;) wihlen, die den maximalen
Wert der Zeilenminima realisiert. Er sucht also in der letzten Spalte a; in
Matrix 2 den maximalen a und wendet die Strategie an, die diesen maxima-
len Wert der Zeilenminima verwirklicht. Dieser Wert wird hier mit v; be-
zeichnet.

vi = Max; Miﬂj Wa (Ai, Bj)

Der Spicler B entwickelt seine Uberlegungen auf entsprechende Weise.
Da das Spiel ein Nullsummenspiel ist, wird der Gewinn von A gleich dem
Verlust von B sein. Das heisst, dass

Wa (As, B)) = — Wg (A:, By)

ist, oder, wenn wir
Wa (Ai, B) = W (As, By

schreiben,
Wg (Ai, B)) = — W (A:, B)
ist.

Der Spieler B wird also den Wert von W(A;, B;) zu minimieren ver-
suchen und dabei einkalkulieren miissen, dass sein Gegenspieler A eine
solche Strategie wahlen wird, mit der das Spielergebnis dem maximalen
Werte jeder Spalte bestimmen, auf den ihn sein Gegner A zwingen kann.
Diese Werte werden mit b; bezeichnet, wobei j = 1, 2, ..., n ist:
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bi = Max; Ws (Ai, B))
= N0 S )

Der Spieler B wird die Strategie wiihlen, damit b; Minimum wird.
Vo - — Minj Max; Wp (Af ; B[)

Der Wert ve steht in einer bestimmten Spalte der Matrix, und diejenige
Strategie des Spielers B ist optimal, die dieser Spalte entspricht und als
Minimax-Strategie bezeichnet wird. Wenn B seine Minimax-Strategie an-
wendet, so ist sein Gewinn in keinem Falle kleiner als vs. Wenn sich sein
Gegner A nicht rational verhlt, wird sein Gewinn nur grosser, solange er
an seiner Minimax-Strategie festhiilt.

Die Lage fiir den Spieler A ist die gleiche: Der Wert vy, der in einer
bestimmten Zeile der Matrix steht - die dieser Spalte entsprechende Strate-
gie wird Maximin-Strategie g'enannbstellt den héchsten Gewinn dar, den
sein Gegner B nicht verhindern kann. Verhilt sich B nicht rational. so
wird der Gewinn von A nur grésser, bzw. sein Verlust nur kleiner als v;.

Diese optimale Strategickombination wird in der Spieltheorie als
Minimax-Strategie bezeichnet. Sie ist nur stabil, wenn vi = vs ist. Das ist
jedoch nicht immer der Fall. In dem Falle der Gleichung von vi und vs
ist das Gleichgewicht erreicht. Wenn vi = vy ist, wird die Stabilitit unter
bestimmten Bedingungen erfiillt, wie es in den folgenden Abschnitten zu
behandeln ist. In der Ungleichheit kann vs nur grosser als vy sein. Allgemein
kann man also schreiben:

Vi = Vo

oder
Max: Min; W(A: B)) = Min; Max: W(A:, B))

b) Spiele mit reinen Strategien —eindeutig bestimmte Spiele—

Das sind die Spiele, in denen die Gleichung vi = vs erfiillt ist. Diese
Spiele sind die einfachsten Spiele, weil sie immer eine Ldsung haben, die
zu einer bestimmten Strategiekombination von beiden Spielern flihrt. Diese
Strategien bezeichnet man in der Spieltheorie als «reine Strategieny.

Nehmen wir das folgende Beispiel:14 Die Spieler A und B sollen unab-
héangig voneinander einen von drei Werten (—1), (0) und (+1) wiihlen.
Wir bezeichnen den Wert, der von A gewihlt wird, mit (s) und den von B
gewahlten mit (t). Nach dem Spiel soll B an A den Betrag

11 Das Beispiel ist aus dem Buch «Theorie der Spiele und Lineare Programmierung,
Berlin 1962, von S, VAIDA entnommen. s. I3
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[s (t—5) +t(t +5)]

entrichten. Das Spielergebnis wird zweifellos von de
sein, die A und B gewihit haben. Wir
in der folgenden Spielmatrix dar:

n Strategien abhingig
stellen die méglichen Spielergebnisse

B—
A (==T) (0) (+1) Zeilenminima '
!
(=1 |~ 2 2 —2 | -2
(0) 1 0 1 0 iy
(+1) —2 —1 2508 )
Spaltenmaxime 2 0 2

l

Vi

Matrix 3

Die Betrige, die A an B zahlen muss, ents

prechen den negativen Werten
der obigen Matrix:

B— (—1) (0) (1) Zeilenmaxima

A

Il

Do 1 ] 2

0 =1 0 —1 0

(1) - —2 1 2 2
Spaltenmaxima —2 0 —2

Matrix 4
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Wenn der Spieler A den Wert (—1) wihlt, kann er 2 Einheiten gewin-
nen, wenn sein Gegner B ebenfalls den Wert (—1) wahlt. Er wird 1 Einheit,
sogar 2 Einheiten verlieren, d.h. —1 Einheit oder —2 Einheiten gewinnen,
wenn B den Wert (0) bzw. (1) wihlt, und B wird natiirlich in diesem Fall
(+1) wéhlen.

Wenn A dagegen den Wert (0) wihit, so wird er im schlimmsten Fall
nichts gewinnen. Dieser Betrag O entspricht dem Maximum der Zeilen-
minima. Wenn er also s = 0 wahlt, garantiert er in jedem Fall diesen Betrag,
und wenn sein Gegner den Wert (—1) oder (-}-1) wihlt, so gewinnt er sogar
1 Einheit.

Der Spicler B wird sich den gleichen Uberlegungen zufolge fiir den
Wert t — O entscheiden, weil der minimale Betrag der Spaltenmaxima zu
dieser Strategie fithrt. (In Matrix 4 entspricht dieser Betrag dem Maximum
der Spaltenminima).

Die optimale reine Strategie fiir den Spieler A ist also die Strategie
s — 0 und fiir B die Strategie t = 0. Ein Abweichen von dieser optimalen
Strategie bringt dem abweichenden Spieler nur Verluste, solange der andere
an seiner optimalen Strategic festhdlt. Jeder Spieler kann in Spielen mit
reinen Strategien sogar schon vor dem Spiclbeginn bekanntgeben, welche
Strategie er wihlen wird, ohne davon einen Nachteil zu spiiren. Die Infor-
miertheit der Spieler {iber anzuwendende gegnerische Strategie hat also
hier keine Bedeutung.

Solche Spiele, in denen das Maximum der Zeilenminima und das Mini-
mum der Spaltenmaxima gleich sind, bzw. vi = vz ist, werden auch als
«determinierte Spiele», und das Matrixelement, das der optimalen Strategie-
Kombination der Spieler entspricht, als Sattelpunkt des Spieles bezeichnet.

Alle determinierten Spiele haben eine Losung, die bei rationalem Ver-
halten der Spieler immer stabil ist. Beide Spieler werden ihre Optimalstra-
tegie auch bei mehrfacher Wiederholung des gleichen Spiels nicht dndern.

Alle Spiele mit vollkommener Information haben einen solchen Sat-
telpunkt. Sie sind determinierte Spiele, und man kann prinzi]ﬁiell fiir sie
immer eine Losung finden. Schachspiel gehort z.B. zu dieser Klasse.
«Schach ist aber so kompliziert, dass man selbst mit den modernsten Elek-
tronen - Rechenmaschinen, die z.B. 10.000 Multiplikationen vielstelliger
Zahlen in einer Sekunde durchfithren, die beste Strategie (noch) nicht
ausrechnen kann».'”?

15 MORGENSTERN, O, a.4.0, S. 84
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¢) Spiele mit gemischten Stratesien-nicht eindeutig bestimmte Spiele-

In den meisten Spielen ist die Gleichung vi = v nicht erfiillt, d.h. das
Maximum der Zeilenminima ist kleiner als das Minimum. der Spaltenmaxi-
ma.

Nehmen wir das folgende Beispiel: Die Spieler A und B haben je zwei
Strategien.

B— B: B> Zeilenminima
A
i
A; By (i ]
A i =1 - =1
Spaltenmaxima 1 1
Matrix 5

Wenn der Spieler A weiss, dass sein Gegner B die Strategie B; anzu-
wenden beabsichtigt, so wahlt er seine erste Strategie (A;), und wenn B
die Strategie Bs anwendet, so wird er seine zweite Strategie (As) wihlen und
in beiden Fillen 1 Einheit gewinnen. Auf der anderen Seite wird der Spieler
B ebenfalls herauszustellen versuchen, welche Strategie sein Gegner A
anwenden wird. Wenn er das weiss, wird er seine Strategie in der Weise
- wahlen, dass er 1 Einheit gewinnt. Alles kommt also darauf an, die gegne-
rische Strategie ausfindig zu machen und die eigene Strategie geheimzuhal-
ten. Ebenso werden beide Spieler dem Gegner eine solche Vorstellung von
dem eigenen Verhalten beizubringen versuchen, dass das daraus resultieren-
de gegnerische Verhalten am vorteilhaftesten wird. Das Bluffen spielt also in
diesen Spielen eine grosse Rolle. Es ist bemerkenswert, dass zwischen dem
spieltheoretischen Ergebnis in dieser Art und der folgenden Aussage von

v. Stackelberg eine sehr grosse ;ﬂ;hnlichkéit besteht, in der er die oligo-
polistische Zielsetzung in folgender weise charakterisiert: «Wie kann ich

|
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meinem Konkurrenten eine solche Vorstellung iiber mein Verhalten beib-
ringen, dass sein daraus resultierendes Marktverhalten mir am vorteil-
haftesten ist».18

Es gibt also in diesen Spielen keine reine Strategie, mit der ein Spieler
mit Sicherheit spielen kann. Beide Spieler konnen dies nur tun, wenn sie
bereit sind, das ungiinstigste Spielergebnis anzunehmen, d.h. in jedem
Spiel 1 Einheit zu verlieren. Es gibt doch die Méglichkeit, einen mittleren
Wert zu garantieren, der grosser als das ungiinstigste Spielergebnis ist,
wenn die Spieler auf die Anwendung einer reinen Strategie verzichten und
auf zuféllige Weise mehrere Strategien anwenden. «Eine solche Kombina-
tion von Strategien, die in der Anwendung mehrerer reiner Strategien bes-
teht, wobei die reinen Strategien nach einem Zufallsgesetz mit einer bes-
timmten Hiufigkeit aufeinander folgen, nennt man in der Theorie der
Spiele eine «gemischte Strategiey».1”

In matrix 5 wird jeder Spieler am besten so verfahren, dass er eine
Miinze wirft, und wenn die Miinze die Kopfseite zeigt, spielt er seine erste
Strategie, und wenn die Miinze die Adlerseite zeigt, spielt er seine zweite
Strategie. «Ein Spieler darf allerdings bei dem Alternieren seiner Strategien
niemals eine bestimmte Reihenfolge einhalten (z.B. A; Ay As Az A; A; Az As
und so fort...), denn in diesem Falle wire damit zu rechnen, dass der Ge-
genspieler nach einigen Ziigen diese Reihenfolge erkennt, sich danach
einrichtet und so bei jedem Zuge gewinnt (so miisste der Spieler B, z. B.
die Reihenfolge Bz B2 B; B; Bs By By B; und so fort wihlen, um dauernd
in Matrix 5 (1) Einheit -zu gewinnen)».18 Der Spieler wird, um sich vor die-
ser Gefahr zu schiitzen, die Entscheidung, welche Strategie er anwendet,
selbst im voraus nicht wissen, d.h. er wird diese Entscheidung dem Zufall
iberlassen, wie durch das Werfen einer Miinze.

Durch diese Zufallsbestimmung wird das Spiel nicht in ein Gliickspiel
verwandelt. Mit der Zufallsbestimmung seiner Strategie hat der Spieler eine
statistische Prozedur eingefiihrt, die dariiber entscheidet, welche Strategie
tatsachlich gewihlt werden soll. In Matrix 5 ist die Wahl der statistischen
Zwischenschaltung 1/2: 1/2. Eine andere Wahrscheinlichkeit wiirde das
Ergebnis des Spiels nur verschlechtern. «Der Sinn der statistischen Zwisc-
henschaltung ist der, dass durch sie die vollige Geheimhaltung gewihrleistet

16y, STACKELBERG, H., «Probleme der unvollkommenen Konkurrenz», in: Welt-
wirtschaftliches Archiv, Bd, 48 (1938) s, 117.

IPWENTZEL, 1.S. ga0O, 5 21.

18OTT, A. E. Markiform und Verhaltensweise, Stuttgart, 1959, s. 126,
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wird, da es unmoglich ist, vorauszusagen, welcher konkrete Fall eintreten
wird. Man ist vor Preisgabe von Informationen am besten geschiitzt, wenn
man selbst keine besitzty».19

Nehmen wir wiederum die Matrix 5. Der Spieler A. hatte (m) und B
(n) Strategien. Der Index (i) zeigte die Nummer der Strategie von A und
der Index (j) die von B, wobei i = 1,2,...,n war. Der Spieler A bemiiht
sich, den Wert des Spielergebnisses Wa (A;, B;) zu maximieren und B,
denselben Wert zu minimieren. Wenn das Spiel einen direkten Sattelpunkt
hat, bedeutet es, dass

Max: Min; Wa (A, By)) = Min; Max;i Ws (Ai, By)

ist. In Matrix 5 ist jedoch diese Gleichheit nicht erfiillt. Durch die Einfiih-
rung gemischter Strategien kann man jedoch jedes nicht determinierte Spiel
in ein determiniertes umwandeln. Das bedeutet, dass man ein Paar gemischte
Strategien finden kann; das Abweichen von diesen Strategien fiihrt zu nur
noch schlechteren Ergebnissen fiir den abweichenden Spieler. Diese Behaup-
tung ist der Hauptsatz der Spieltheorie und heisst Minimax-Theorem. Das
ist zum erstenmal 1928 von J.v. NEUMANN bewiesen worden und lautet:

«Fin Sattelpunkt existiert immer».

Die Einfiihrung der gemischten Strategien erfolgt derart, dass jeder
Spieler, anstatt seine reine optimale Strategie direkt zu wihlen, die Hiufig-
keiten bestimmt, mit denen er seine Strategien anwenden wird. Er wahlt
also nicht eine bestimmte Strategie A; bzw. B; (i=1, 2,..., m und j=1, 2
..., m), sondern bestimmt die Haufigkeit seiner Strategien p = (p1, p2....,
Pm) bzw.

q = (q1, 92,... qn), wobei

m
;i = 0und Xp; = |
=110

n
bzw. g; = Ound X q; = |
=

sind. Nach der Bestimmung der Vektoren

1" MORGENSTERN, O, a.a.0, s. 87.
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""‘."'
po= (p1, D25 Pm)

I
und G = (Q1 Gz, gn)

muss man das einfache Spielergebnis W(A; , B;) durch die viel speziellere
Funktion

> —>

imn 1
K (p.q = Z

> W(Ai , Ej) i pi ] qj
TN
ersetzen.

Nach dem Minimax-Theorem haben alle Spiele einen Sattelpunkt.
Das heisst, dass die folgende Gleichung in allen Spielen erfiillt ist:

e — —
v = Max Min K (p,q) = Min Max K (p, q)

— - -
P 4 grea P

Die Spiele mit reiner Strategien werden durch diese allgemeine Gleic-

hung ebenfalls umfasst. In diesen Spielen wird nur eine Zahl p; oder g; von
SR

den Vektoren p bzw. q den Wert | aufweisen, wihrend die anderen
Zahlen alle null sind. Die p; = 1 und g; = 1 zugehorigen Strategien A;
bzw. Bj stellen die reinen Strategien dar. In den meisten Spielen werden
jedoch mehrere Zahlen im Vektor p und g positive Zahlen aufweisen, deren
Summe eins sein muss (Spiele mit gemischten Strategien).

—y —3
Dieser Wert K (p, q) entspricht dem mittleren Wert der Spielergeb-

nisse. Bei mehrfacher Wiederholung des Spieles wird sich der Durshschnitts-
wert immer an diesen Wert annihern, der offenbar zwischen dem Maxi-
mum der Zeilenminima und dem Minimum der Spaltenmaxima liegt oder
héchstens einem von diesen gleich 1st. d.h.

Vi SV =V

Dieser Wert (v) stellt damit den mathematischen Erwartungswert des Spie-
lergebnisses dar. «Durch die Berechnung der mathematischen Erwartung
wird .die Unsicherheit eines ungewissen Ereignisses nicht beseitigt, sondern
nur von Einzelereignissen auf eine Gruppe von Ereignissen verschoben.
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Die mathematische Erwartung sagt folglich auch nichts iiber den Wert
eines Finzelereignisses, sondern nur uber den der Gesamtheit der Ereignisse
aus. Fir das Einzelergebnis kann nur festgestellt werden, dass die Eintritts-
haufigkeit der mathematischen Erwartung zustrebty 20

Das Problem liegt also in Spielen mit gemischten Strategien darin,
die Héufigkeitswerte von p; und q; zu bestimmen, wobei i=1, 2,... m und
=l 2o s

cl) Die Losungsverfahren

cll) fiir 2x2 — Matrixspiele

Die Spiele, die keinen direkten Sattelpunkt besitzen, zeigen bei der
Bestimmung der optimalen gemischten Strategien, d.h. in der Ermittlung
der Hiufigkeitswerte, grosse Schwierigkeiten, besonders dann, wenn die
Anzahl der Strategien gross ist. '

Die Bestimmung der Haufigkeitswerte ist bei einem 2x2 — M atrixspiel
relativ einfacher. Nehmen wir das folgende Beispiel :

4] L€
T T
B— | Bl Bz
A
i
P A T b
Pz «— A, 3 C
Matrix 6

WANGERMANN, A., «Unternehmerische Entscheidungen und Operation
Reseatchy..., in: Betriebsfihrung und Operation Research, Frankfurta. M . 1963, 5. 20 Hg,
A, ANGERMANN
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Der Spieler A soll seine Strategie A; mit der Hauf igkeit p; und Ao mit
der Héaufigkeit ps, und der Spieler B seine Strateige B1 m't der Hiufigkeit
q1 und Be mit der Héufigkeit qs spielen, um seine optimale gemischte Strate-
gie zu erreichen. Die Hiufigkeiten (bzw. Wahrscheinlichkeiten) sind in
diesem Fall (2x2 ... Matrixspiel) nach folgenden Formeln leicht zu bestim-
men:

d—c¢
D e g
a—»b
e a+d—b—c
dis==—ih
i 2T L T T
g
qz :a—l—d*—-b—c

Und der durchschnittliche Erwartungswert des Spiels

ad — be

ra 21

at+d—b—c¢

In Matrix 5, wo a= 1, b= —1, c= —1 und d = 1 ist, sind die Werte der

1 1
Wahrscheinlichkeiten nach diesen Formeln PrL = —— ps=—— und
2 2
] 1
41 = ——, 42 = —— . Der Durchschnittswert des Spielergebnisses bet-

rigt v = 0. Fiir die Losung eines 2x2 — Matrixspiels kann man auch eine
geometrische Interpretation geben. Nehmen wir dazu wieder die Matrix 6.

“KEMENY, J. G., SCHLEIFER, A.; SNELL, J. L.; THOMPSON, G. L.: Mathe-
matik fiir die Wirtschaftspraxis. Berlin, 1966, s, 149
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- H E
= A
= R
[
b ]l 1 c
,‘
) d
... ,' -
2 T vV
A
(:;;:_ fa e F (:')
(Abb. 2) )

In Abb. 2 ist auf der Abszissenachse ein Abschnitt in der Lange |
(A1 Ag) gewihlt. Dem Punkt 0 (A:) werden auf diesem Abschnitt die Stra-
tegie A1 und dem Punkt 1 (As) die Strategie As von dem Spieler A zu-
geordnet. Auf den senkrechten Geraden I-I und II-II, die durch den Punkt
0 (A1) und (Asg) gezogen sind, trigt man das Spielergebnis bei der Strategie
A bzw. As ein.

Wenn der Gegner B immer nur die Strategie By anwendet, so gewinnt
der Spieler A bei der Wahl seiner Strategie A; den Wert a, und bei seiner
Strategic A den Wert c. (Abb. 2). Diese Werte werden auf den Geraden
I-I und II-II ibertragen. Die Linie DE verbindet diese Ordinatenwerte a
und ¢ in Abb. 2. Wenn der Gegner B dagegen immer mit der Strategie Bs
spielt, so wiirde der Gewinn des Spielers A bei der Wahl seiner Strategie
A1, b und bei seiner Strategic As, d sein. Diese Werte werden in Abb, 2
ebenfalls auf den Geraden I-I und II-II {ibertragen. Die Linic MN verbin-
det diese Ordinatenwerte b und. d.

Den Punkten O (A1) und 1 (Ag) entsprechen die reinen Strategien,
und alle dazwischenliegenden Punkte reprisentieren eine gemischte Stra-
tegie. Die nicht im Abschnitt ?(31) bzw. (A1 Ag) liegenden Punkte haben
hier keine Bedeutung, weil sie die Bedingung p; -+ p2 = 1 nicht erfiillen.
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Der Spieler A kann nur alle Punkte auf dem Abschnitt O1 bzw. Aq As reas
lisieren. Er wird natiirlich den Punkt wihlen, der ihm das beste Ergebnis
liefert. Die Ergebnisse fiir verschiedene Punkte werden in Abb. 2 durch
den Abstand zwischen der Abszissenachse (A; Ag) und der gebrochenen
Linie DSN gezeigt. Der Spieler A kann die Ergebnisse oberhalb dieser
gebrochenen Linie DSN nicht realisieren, weil sein Gegner B durch seine
Strategiewahl von B; oder By diese Ergebnisse zu verhindern in der Lage
ist,

Nach diesen Uberlegungen wird der Spieler A den Punkt realisieren,
wo der Abstand zwischen diesem Punkt, der auf der Abszissenachse liegt,
und der gebrochenen Linie DSN am gréssten ist, weil sein Gewinn nur in
dieser Weise mit Sicherheit sein Maximum erreicht. Das ist in Abb. 2 in
dem Punkt T erreicht, der dem Abszissenwert von dem Punkt S auf der
Linie DSN entspricht.

Durch den Punkt T wird der Abschnitt E}szw. A1 As in zwei Bereiche
geteilt, von denen der linke Teil OT bzw. A; T die Wahrscheinlichkeit fiir
pz und der rechte Teil TI bzw. TA: die Wahrscheinlichkeit fiir p; ergibt.

Man kann die Wahrsheinlichkeiten (Haufigkeiten) von gy und gs in
gleicher Weise bestimmen, doch kann man diese Wahrscheinlickeiten auch
in Abb. 2 ermitteln, in die man eine Parallele zur Abszissenachse von dem

QM RN

oD und RE

Punkt S einzeichnet und die Verhiltnisse bildet, die auf

Grund der Eigenschaften @hnlicher Dreiecke MSD und SEN gleich sind.

QM RN
Diese Verhdlnisse —— = — sind auf der anderen Seite dem Verhiltnis
QD RE

QM RN @
der Wahrscheinlichkeiten von i und g gleich. Also — = —— =
QD RE qe

I
|

QoM RN 1
‘Wenn z.B, die Relationen —— = —— = —— sind, so muss g1 = 3qz
QD RE 3

sein. Ausserdem muss die Bedingung q1 -+ gz = 1 ebenfalls erfiillt werden.
Durch das Einsetzen q; = 3 qz in die zweite Bedingung erhalten wir
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32 + g2 =1

4 = 1
1 1
gz = —,und von q; = ] — —
4 4
erhilt man
3
Ui
4

¢l 2) Fiir 2x n-und m x 2 — Matrixspiele

Man kann in gleicher Weise dic Wahrscheinlichkeiten der Strategien
von 2xn—und m x 2 — Matrixspielen nur fiir den Spieler bestimmen,
der zwei Strategien besitzt. Nehmen wir als Beispiel die Matrix 7:

- qz qs 4
T T 1 i
B— B, B; B; B,
A
i)
P, « A, | a b c d
P « Az c f £ h
Matrix 7

In diesem Spiel verfiigt der Spicler A iiber zwei und der Spieler B iiber
vier Strategien. Man kann also p; und ps bestimmen.

Der Spieler wird seine Strategie A; mit der Wahrscheinlichkeit p1 und
As mit der Wabhrscheinlichkeit ps anwenden, die ihm den grossten Abstand
zwischen der Abszissenachse und der gebrochenen Linie FSM, d.h. den
maximalen Gewinn ST sichert, der mit Sicherheit erreicht werden kann.




1012 Tamer MUFTUOGLY

b2 ¢ h

F
o

Einige Besonderheiten dieser Spiele werden in den folgenden Appjl-
dungen illustriert: ;

L I
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el dpeyny gy skl SN E——

Tl e
2,00 o B &
¥ Abb.zf'i’ I

In der Abb. 4 a stellt die Strategie A; die optimale reine Strategie des
Spielers A dar, durch deren immer wiederholte Anwendung der Spieler A
den jedesmal grossten Gewinn OA erreicht, der dem grossten Abstand
zwischen der Abszissenachse und der gebrochenen Linie ABD gleich ist
und den der Gegner B nicht verhindern kann. Dieses Spiel ist also ein de-
terminiertes Spiel.

In Abb. 4 b stellt den grissten Abstand der gebrochenen Linie ANMB
von der Abszissenachse nicht ein bestimmter Punkt, sondern eine Strecke
MN mit unendlich vielen Punkten dar. Das heisst, dass der Spieler alle
Punkte zwischen T; To realisieren kann, um seinen mittleren maximalen

Gewinn NT; bzw. MTs zu erreichen. Er hat also in diesem Fall unendlich
viele optimale gemischte Strategien.

c13) fiir 3x3 — Matrixspiele

Die geometrische Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten von pi, p2
und ps bzw. qi1, g2 und qs in einem 3 x 3 — Matrixspiel bereitet grosse Sch-
wierigkeiten, und die Lésung des Problems in einem Spiel, in dem der Spie-
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(Abb. 5)
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ler mehr als drei Strategien besitzt, wird in dieser Weise d.h. in der geo-
metrischen Darstellung, unmoglich.

Die Losung eines 3 x 3 — Matrixspiels wird in Abb. 5 geometrisch
illustriert.

Die drei Strategien, z.B. des Spielers A, werden in Abb. 5 durch die
Punkte A;, A; und Az in x Oy — Ebene gedeutet, von denen As und Asz
von dem Koordinatenursprung O im Abstand von einer Lange | liegen,
wahrend A; im O — Punkt liegt. Das bedeutet, dass man zuerst die Wah-
scheinlichkeiten von ps und ps der Strategien As und As ermitteln soll.

s q: 0!
T T T
B— B1 B1 B3
A
J
P« A a b &
Pz = .Az d e f
P; « A Vi g h I
Matrix 8

Auf den senkrechten Geraden (I-I), (II-II) und (IIT-IIT), die durch
die Punkte A1, As und Az eingezogen sind, wird der Gewinn des Spielers
A bei der Strategie A1, Ag bzw. Ag iibertragen.22

Wenn der Spieler B dauernd die Strategie B; wihlt, so gewinnt A nach
jeder Partie bei seiner Strategie A; den Betrag a — OM);, bei seiner Strategie
Az den Betrag d = Az B; und bei As den Betrag g = Ag Ni. Entscheidet
sich der Spieler B fiir die Strategie Bs bzw. Bs, so gewinnt der Spieler A nach
jeder Partie bei seiner Strategie A; den Betrag b = OM;z bzw. ¢ = OM3,
bei seiner Strategie Az den Betrag e — Ay Rs bzw. £ = Ao Rs und bei seiner
Strategie Az den Betrag h = Az Ny bzw. 1 = A3z Na.

So erhélt man die drei Dreiecke My R; N;, Ms Rs N2 und Mgz Rg N3 in
Abb. 5, die iiber der x Oy-Ebene liegen. Fiir diese Schar von Dreiccken
kann man wie im 2 x 2 — Matrixspiel die untere Grenze des Gewinns bei

22 WENTZEL, J.S, aa.0., S 45
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verschiedenen gemischten Strategien konstruieren, die der Gegenspieler
B nicht verhindern kann. Der Spieler A wird dann den Punkt bestimmen
miissen, dessen Abstand von der x O y— Ebene am grossten ist. Dieser
Punkt wird in Abb. 5 mit (S) reprédsentiert, den der A mit Sicherheit erreichen
kann. Dazu muss er die Wahrscheinlichkeiten p; , pz und ps ermittein, um
seine optimale gemischte Strategie zu bestimmen, die das Erreichen des
Gewinns TS garantiert. In Abb. 5 entspricht OTs, ps, und OTs, ps. Weil
die Summe der Wahrscheinlichkeiten 1 sein muss, kann man auch p; leicht
ermitteln:

Pa = OT:
ps = OT3
p1= 1 — (ps -+ p2) bzw.

pri=d — (OTz=F OTs)

Um den Punkt S zu ermitteln, hat man den Schnittpunkt von MiR,, Ms Rs
und M3 Rz (in der I-II-Ebene) und den Schnittpunkt von M; P;, M Ps
und Mj P3 (in der I-III-Ebene), sowie den Schnittpunkt N; R, N Ra,
N: R; verbinden. Die Verbindungslinien dieser Schnittpunkten ergibt den
gesuchten Punkt S. -

Die Wahrscheinlichkeiten von qp, qs und gs, mit denen der Spieler
B seine Strategien B, B2 und B3 anwenden soll, kénnen mit dem gleichen
Verfahren ermittelt werden.

In den allgemeinen m x n — Matrixspielen ist die Lésung des Problems
durch die geometrische Methode prinzipiell moglich; die Ubertragung
des Spiels in einem n-dimensionalen Raum wird aber jede Anschaulichkeit
unmoglich machen, und das Problem kann praktisch nicht geldst werden.
Fiir die Losung der allgemeinen n x m — Spiele werden andere Methoden
entwickelt, von denen die bekanntesten die Lineare Programmierung und
das Iterationsverfahren sind. Die ungeheueren Rechenaufgaben werden
durch die Benutzung der elektronischen Datenverarbeitungsmaschinen
bewaltigt.

2) n—Personen—Nullsummenspiele

a) Ein Drei-Personen—Nullsummenspiel2?

Die Besonderheiten eines n—Personenspiels mit der Summe Null kénnen
am besten an emem Drei-Personen-Nullsummenspiel demonstriert werden.

28 Dieser Teil baut grundsitzlich auf dem Buch «Spieitheorie und Wirtschaftswis-
senschaft» von D, MORGENSTERN auf.
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Es gibt in diesen Spielen keinen absoluten Interessengegensatz der
Spieler, wie es in Zwei-Personen-Nullsummenspielen der Fall ist. In einem
Drei-Personen-Nullsummenspiel kénnen zwei Spieler gegen den dritten
ceine Koalition bilden. Um diese Koalition zu verwirklichen, miissen sich -
die Spieler vorher dariiber verstindigen, wie der zusammen erzielte Ge-
samtgewinn verteilt werden soll.

Nehmen wir als Beispiel ein Drei-Personen-Nullsummenspiel (die
Matrix 9) mit den Spielern A, B und C, in dem die Koalition von zwei
Spielern 1 Einheit gewinnt und der dritte diese Finheit an die Koalition
verliert.

Es gibt in diesem Spiel drei mogliche Koalitionen:

A und B gegen C, A und C gegen B und B und C gegen A. Zuerst wird
davon ausgegangen, dass der Gesamtgewinn der Koalition unter den Koa-
litionspartnern halbiert wird. Es wird nachher bewiesen. dass in diesem
Spiel (Matrix 9) eine andere Verteilung nicht in Frage kommen kann.

Es gibt in diesem Spiel drei Verteilungsschemata, die in der Spieltheorie
als Zurechnung bezeichnet werden

._}

(D x = (172, 1/2,—1)
_}

2 ¥y =1/2,—1, 1/2)
—

A B C

— - S

(A,B) 1/2 1/2 —1 X
—

(A,C) 1/2 =it 1/2 X
BO | —1 1/2 1'/2 = 2

Matrix 9
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Diese drei Zurechnungen sind alle gleichartig, weil in jeder Zurechnung
zwei Spieler je 1/2 gewinnen und der dritte | Einheit verliert. Fiir den Spieler
A. z.B. hat es keine Bedeutung, ob er mit B oder C eine Koalition eingeht,
weil er in beiden Fillen den gleichen Betrag gewinnt. Das gilt auch fiir die
Spieler B und C. Das Ziel jedes Spielers wird unter diesen Umstinden darin
bestehen mit irgendeinem Spieler eine Koalition zu bilden. Aber keine dieser
beiden Koalitionen ist der anderen vorzuziehen.

In Matrix 9 werden nur drei Zurechnungen gezeigt, obwohl unendlich
viele Zurechnungen méglich wiren. In diesem Spiel sind jedoch nur diese
drei Zurechnungen relevant, weil die anderen nicht verwirklicht werden
koénnen. Nehmen wir an, dass der Spieler A ein Privileg besitzt, nach dem
ihm in seiner Koalition ein zusitzlicher Betrag a gewihrleistet werden soll,
wobei O << a < 1/2ist. Wenn er mit dem Spieler B unter diesen Umstidnden
die Koalition eingeht, so wird die neue Zurechnung

| 1
=(—+a — — a, —I)
2 2

—
u

sein, die offensichtlich von den Spielern A und B der Zurechnung

oy 1 1
Y- = { i =] i )
2 2 2
vorzuziehen ist, weil A in (u) mehr als (1/2) und B mehr als (—1) bekommt.
— —
Man spricht in diesem Fall davon, dass die Zurechnung u die Zurechnung y

—
dominiert. In Wirklichkeit ist die Zurechnung u fiir B auf keinen Fall wiinsc-

henswert, weil er in dem Fall, wenn er mit C eine Koalition bildet, die zur
iy i 1
Zurechnung z flihrt, mehr als (— —a), nimlich den Betrag —— gewinnt,
— - — . ‘
Die Zurechnung z dominiert also die neue Zurechnung (u). Wenn der Spieler

A auf sein Privileg nicht verzichtet, muss er damit rechnen, dass er immer

—>
1 Einheit verliert, es wird also die Zurechnung z verwirklicht. Er kommt

als Koalitionspartner nur dann in Frage, wenn er seinem Partner eine
Kompensation anbietet, die genau dem Betrag (a) gleich. ist.

- — — :

Somit bilden die drei Zurechnungen x, y und z zusammen die

Losung des Spiels. Keine von diesen Zurechnungen dominiert eine andere
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Zurechnung, die zu der Lésung gehort, und jede von diesen Zurechnungen
kann von einer anderen Zurechnung, die nicht zur Lésung gehort, dominiert
werden, die aber ihrerseits von einer Zurechnung dominiert wird, die zu
der Losung gehort.

b) Die Besonderheiten der n*Persunenspiﬂlé

bl) Das Problem der Koalitionsbildung und ‘der Gewinnverteilung

Die erste bemerkenswerte Tatsache in n—Personenspielen ist die Bildun g
von Koalitionen. Eine Koalition wird nur dann zustandekommen, wenn
die Koalitionspartner iibereingekommen sind, wie der gemeinsam erzielte
Gewinn zu verteilen ist, und wenn der einzelne Spieler durch die Bildung
einer Koalition mehr gewinnen kann, als sie individuell zu gewinnen in
der Lage sind. Nur dieser Vorteil wird die Koalitionsbildung rechtfertigen.

Man unterscheidet daher zwischen den «wesentlichen» und «unwe-
sentlichen» Spielen. In den wesentlichen Spielen erlangen die Koalitions-
partner einen Vorteil durch die Bildung der Koalition im Gegensatz zu den
unwesentlichen Spielen, in denen der Zusammenschluss den Koalitions-
partnern keinen Vorteil erbringt. Die wesentlichen Spiele kommen in der
Realitdt am meisten vor; in dieser Arbeit sind sie allein zu behandeln.

In wesentlichen Spielen erzielen also die Koalitionen einen Gewinn,
der grosser als die Summe aller der individuell erzielten Gewinne der Partner
ist. «Es ist genau der Fall der Komplementaritiit des Wertes, der z. B. in
jeder produktiven Kombination gegeben ist. Dort liegt eine Nicht-Addi-
tivitit des Wertes vor, d.h. die Wertsumme die die Kombination als solche
erzielt, ist grosser als die Summe der Werte der einzelnen Teile, wenn diese
separat fiir sich genommen werdeny.24

b2) Die charakteristische Funktion und die Dominanz

Hier wird mit I die Menge von allen (n) Spielern und mit der Menge
S eine Koalition von (k) Spielern bezeichnet, wihrend die Menge (-S) die
Gegenkoalition darstellt. Die Menge @ bedeutet eine leere Menge, die
keinen Spieler enthilt, und die Mengen S und — S sind Untermengen von T.

«Die charakteristische Funktion eines Spiels ist eine Funktion v (S),
die jeder Untermenge von Spielern einen Wert zuordnet,»%s der «alle Zu-

24 MORGENSTERN, O, aa0, s 92
2% SHUBIK, M, aa. 0, s. 54
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rechnungen einschliesslich der Kompensationen, die innerhalb jeder Koali-
tion gezahlt werden miissen»,28 enthilt. Die Anzahl dieser Werte der cha-
rakteristischen Funktion enspricht in einem n-Personenspiel der Formel
(2n). In Matrix 9, wo es nur drei Spieler gibt, hat also die charakteristische
Funktion v (S) nach dieser Formel 23 = 8 verschiedene Werte. Das sind:
VA ) =—Lv(B)=—1;v(O)=—1; v (AB) = 1; v(AQ =1: v
(B,C) = 1 und v (A,B,C) = 0.27

Die wichtigsten Eigenschaften der charakteristischen Funktion sind:
() v (2) ==y
(2) v (=8) = v (S)

"-\.\_\_.

(3) v (SUT) = v (S) + v (T) fiir SNT = .

Die erste Bedingung ist nur eine mathematische Formalitit, die besagt,
dass eme Koalition, die keinen Spieler hat, nichts gewinnt. Die zweite Be-
dingung kommt nur in Nullsummenspielen vor und besagt, dass dieses
ein Nullsummenspiel ist, d.h. was eine Koalition gewinnt, verliert die
Gegenkoalition. Die dritte Bedingung besagt, dass der Wert einer Koalition
von S und T mindestens gleich der Summe der Werte sein muss, die S und
T allein erzielen werden.?® Die Nebenbedingung (SNT = &) besagt, dass
die Mengen S und T keinen gemeinsamen Spieler haben.2®

Wenn in der dritten Bedingung die Gleichheit vorliegt, heisst das,
dass das Spiel ein unwesentliches Spiel ist, wihrend ein wesentliches Spiel
dann vorliegt, wenn die linke Seite der Gleichung (3) grosser ist.

In den bisherigen Teilen der Arbeit wurde von Zurechnungen gesprochen.
Unter der Zurechnung versteht man in der Spieltheorie eine Aufteilung
des Gesamtgewinns der Koalition unter die Koalitionspartner, wobei jeder
Koalitionspartner mindestens den Betrag erhilt, den er individuell erzielen
konnte, und man sagt, eine Menge von Spielern ist fiir eine Zurechnung
effektiv, «wenn die Mitglieder von dieser Menge, unabhingig davon, was

26 MORGENSTERN, O., aa.0., s. 98

**v (A.B.C) muss gleich Null sein, weil das Spiel in Matrix 9 ein Nullsummenspiel ist,

288 und T sind zwei Mengen von Spielern. Das Symbol U ist das Zeichen fiir die Ve-
reinigungsmenge, d.h. die Menge aller Elemente, die entweder der Menge S oder der Menge
T gehbren. '

2 Das Symbol N ist das Zeichen fir die Durchscnittsmenge, d.h, die Menge aller
Elemente, die sowohl der Menge S als auch der Menge T gehioren,
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die anderen Spieler tun, mindestens soviel erreichen kénnen, wie ihnen in

—
dieser Zurechnung geboten wird».3® Eine Zurechnung x dominiert eine
— —>
andere Zurechnung y, wenn es eine Menge von Spielern S gibt, die fiir x
- —p
effektiv ist und jedes Mitglied von S in x mehr erhilt als in y.31

b3) Die strategische ﬁquiva[enz

Zwei Spiele M und M’ werden als strategisch dquivalent bezeichnet,
wenn die strategischen Modglichkeiten, Koalitionsmoglichkeiten und der
Anreiz der Spieler dazu, eine bestimmte Koalition zu bilden, in beiden
Spielen gleich sind. Die Spiele unterscheiden sich jedoch in dem Spielablauf,
d.h. sie sind nicht identische Spiele.

Nach dem Spiel M’ soll jeder Spieler i (i=1,2...,n) den gleichen Betrag
plus a;° bekommen, den er auch nach dem Spiel M erhalten kann.?2 a
ist eine absolut konsante Zahl, {iber die jeder Spieler nach Spiel, M’ zusitzlich
verfligt. Es gibt also im Spiel M’ ein System von konstanten Zahlen:

O

SRRl B AR R e T e TR R
Wenn die Zahlungsfunktion des Spielers i in dem Spiel M mit
Wi (rlr I-E.H”: rir---.r Tl'l)

dargestellt wird, wobei (11,..., 1n) die Strategien der Spieler kennzeichnet,
so kann die Zahlungsfunktion des Spielers i im Spiel M’ mit

Wollry or, o ) = Wi (0, 19,0, T aTy) == al
dargestellt werden.

In einem n-Personen-Nullsummenspiel unterliegen die absolut konstan-
ten Zahlen der Bedingung., die fiir Nicht-Nullsummenspiele nicht gilt:

Die charakteristische Funktion des Spiels M sei v (S) und des Spiels
M’ v’ (S), Es gilt fiir die strategisch dquivalenten Spiele nach ihren oben
genannten Eigenschaften: -

WSHUBIK, M,, a.a.0., s. 54.

51 SHUBIK, M., aaO., s. 54.

92 Die Gleichheit der Befriige in M und M’ bezieht sich nur auf die Partien beider
Spiele.
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Vi) =v(® + X af*
11n S

Man kann in diesem Sinne selbst die charakteristischen Funktionen
v (8) und v’ (S) als strategisch dquivalent ansehen, weil sich diese charak-
teristischen Funktionen nur durch die konstante Zahlung a;® voneinander
unterscheiden. «v (S) und v' (S) beschreiben zwei strategisch dquivalente
Familien von Spielen».3 M und M’. Der Zweck der Einfiihrung dieses
strategisch Aquivalenten Spiels besteht darin, dass man mit seiner Hilfe
aus jeder Familie der strategisch dquivalenten Spiele ein Spiel wéihlt, dessen
charakteristische Funktion besonders leicht zu ermitteln ist. Die in diesem
Spiel gewonnenen Ergebnisse konnen ohne Schwierigkeiten auch auf alle
anderen Spiele lbertragen werden, die zu dieser Familie gehoren, d.h.
mit dem ersten Spiel strategisch aquivalent sind. Die charakteristische

Funktion dieses so gewdhilten Spiels sei v (S).
Man muss dazu ein solches Spiel suchen, in dem die (n) Zahlungen
(10, 222 o AP o)
leicht zu bestimmen sind. Dafiir werden (n) freie Parameter erforderlich

sein. In einem n-Personen-Nullsummenspiel geniigen jedoch (n—1) freie
Parameter, da in diesen Spielen auch die Gleichung

n
Y — 0
=1
erfiillt sein muss.
_ Dazu kann man das folgende Gleichungssystem wihlen, das genau
(n — 1) freie Parameter aufweist :

v () =) = =y () =i, = v ()
Dieses Spiel, dessen charakteristische Funktion besonders leicht zu bes-
timmen ist, hat also folgende Eigenschaften: (1) Jeder Spieler geht eine «Ein-

Mann-Koalition ein, d.h. die Spieler sind sich selbst iiberlassen. (2) Jeder
Spieler bekomt nach dem Spiel den gleichen Betrag.»35 Man bezeichnet diese

charakteristische Funktion v (S) als reduzierte Form von v (S).36

38 § bezeichnet eine Koalition, und 1 reprisentiert nur die Spieler, die die Koalition
S. eingegangen sind,

4y NEUMANN, J; MORGENSTERN, O, ¢.¢.O., 5, 252

35y, NEUMANN J.: MORGENSTERN, O, a.q.0., s, 253,

36 «Wir nennen eine charakteristische Funktion v (S) dann und nur dann reduziert,
wenn sie die Bedingung 1.7 (1) = v (D)= v (n) erfillt».

v. NEUMANN, J.: MORGENSTERN, O, a.qa.0,, s, 254,
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Die Transformationsgleichung, die an diesem als leicht gewdhlten
Spiel gewonnene Ergebnisse auf die anderen Spiele ilibertragen soll, die
mit dem ersten Spiel strategisch dquivalent sind, lautet;

v =v(@ + ap
wobei 1 = 1,2, ..., n ist,
Man kann jetzt die Werte der Zahlungen (a;°, as°, ..., a°, ... an®) In einem

n-Personen-Nullsummenspiel leicht bestimmen, weil es n freie Parameter
gibt, die fiir die Lésung erforderlich sind. Das ist einmal die Gleichung

n
===
1=1
und folgende (n—1) Gleichungen:
V(D) + a1 = w(@) L as® = .. = v(n) + ap°®
die Losung lautet z.B. fiir die 2,° -
1 n
At == Vi) e —— R ()
n 1=

¢) Allgemeine Darstellung der n-Personen-Nullsummenspiele und
ihre Losungskonzepte

Die Losung der Zwei-Personen-Nullsummenspiele besteht in der Bes-
timmung der optimalen reinen Strategie fiir jeden Spieler, wenn das Spiel
einen direkten Sattelpunkt besitzt, bzw. wenn die Spieler vollkommene
Information haben, wihrend die Loésung in anderen Zwei - Personen-
Nullsummenspielen durch die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten er-
folgt, mit denen jeder Spieler seine reinen Strategien anwenden soll, dh.
durch die Bestimmung der optimalen gemischten Strategien der Spieler,

In n-Personen-Nullsummenspielen ist das Lésungskonzept von ganz.
anderem Charakter. Hier besteht die Losung aus einer Menge von Zu-
rechnungen, die eine innere Stabilitit besitzen.

Obwohl diese Lésungsmenge von Zurechnungen als ganzes stabil
1st, weisen die einzelnen Zurechnungen an sich keine Stabilit:it auf, weil
keine von diesen Zurechnungen allein genommen die Loésung darstellt.
Nur alle zusammen bilden die [.6sung,
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In der Spieltheorie wird bewiesen, dass alle wesentlichen Spiele als
Lésung eine Mehrzahl von Zurechnungen haben. Nur in den unwensentli-
chen Spielen besteht die Losung aus einer einzigen Zurechnung, die alle an-
deren Zurechnungen dominiert und ihrerseits von keiner dominiert wird.
Die theoretisch und praktisch wichtigen Spiele sind aber die wesentlichen
Spiele, und nur sie miissen zur Erkldrung der Wirklichkeit herangezogen
werden.

«Die Vielfalt der Zurechnungen (als Losung) driickt aus, dass es in-
nerhalb dasselben Systems verschiedene Finkommensvertellungen geben
kann, die alle miteimnander vertraglich sind, so dass die iiblichen Versuche,
ein einfach bestimmtes gesellschaftliches Optimum scheitern miissen.»s?

Es konnte im allgemeinen noch nicht bewiesen werden, dass jedes
n-Personen-Nullsummenspiel eine Losung hat. «Dieser allgemeine Beweis
wird von grosser mathematischer Tiefe sein... v. NEUMANN war der
festen Uberzeugung, dass dies gelingen wird. Wenn der Beweis erbracht
ist, wird er auch ein Existenzbeweis sein».?® Alle bisher untersuchten n-
Personen-Nullsummenspiele wiesen mindestens eine Losung auf, und das
muss bedeuten, dass der Beweis gelingen, wird??

SHUBIK ist der Meinung, dass die obige Losung von v. NEUMANN
und MORGENSTERN eine Erweiterung einiger Gedankenginge der
okonomischen Theorie darstellt. «Im besonderen ist sie eine Erweiterung der
dkonomischen Wohlfahrtstheorie. Von der rationalen Gesellschaft wird
vorausgesetzt, dass sie eine Aufteilung der Gewinne auswéhlt, die PARETO
optimal ist».20

Offensichtlich stellt die Mehrzahl der Zurechnungen den schwéichsten
Punkt dieses Losungskonzepts dar. Es gibt kein Kriterium fiir die Auswahl
einer bestimmten Zurechnung. Weil jede Zurechnung eine bestimmte Koali-
tion¥ darstellt, gibt die Lésung dem Spieler keine Empfehlung dariber,
welche Koalition fiir ihn am vorteilhaftesten ist, sondern gibt eine Mehrzahl
von Koalitionen (Zurechnungen), die alle gleichrangig sind. «Die Ldsung
von NEUMANN und MORGENSTERN ist in dem Sinne schwach norma-
tiv, dass sie verlangt, dass alle Teilnehmer gemeinsam (das Ergebnis) maxi-

3T MORGENSTERN, O, g.a.0, s, 97,

3 MORGENSTERN, O, a.a.0., s. 97,

3 MORGENSTERN, O, a0, s 97,

WSHUBIK, M., aa.0, s, 36,

41 Einschliesslich Ein-Mann-Koalition, wenn das Spiel unwesentlich ist,
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mieren soliten. Dariiberhinaus wird jedoch nicht gesagt, welche Koalitionen
sich bilden sollten oder welche sich bilden werden.42

Die Losung eines n-Permnen-NuH_summempieIs wird dadurch erreicht,
dass man dieses Spiel in ein Zwe:i-Pﬂrsnnﬂn-Nullﬂummenspiel uberfiihrt,
Die Spieler kooperieren in zwei Untermengen S und -S, deren Obermenge
I die Gesamtheit aller Spieler umfasst.

Die Spieler, die in der Koalition (S) zusammengeschlossen sind, kon-
trollieren alle Strategien (k5 in S, und diejenigen Spieler, die die Koalition
(=S) eingegangen sind, haben die Kontrolle aller Strategien (k-5) in (-S)
in der Hand. (k bezeichnet die Spieler, die in S bzw, —S gehoren).

Dadurch entsteht ein Zwei-Persc}nen-NuHsummf:mpifﬂ mit folgender
Zahlungsfunktion:

Wo(ke k-8) = > Wi (k1 , ko, ++25 Kn)

kin S
s E W}: (kl - .k:L “uay kn}
kin-S

Die rechte Seite der Gleichung muss der linken Seite mit negativen Vorzei-
chen gleich sein, weil es sich um ein Nullsummenspiel handelt, d.h.

1
Y W (ky , ks, i l—=10
=1

Dieses aus zwei Koalitionen bestehende Zw&iuPersnnen-NulIsunune:nspiel
hat nach dem Minimax-Theorem die Lésung:

Max Min = Min Max — v(S)

V. Allgemeine n-Personenspicle
(Nicht-Nullsummenspiele) - von NEUMANN - MORGENSTERN

Die Bedingung der Nullsummenspiele, die besagt, dass die Summe
aller Zahlungen, d.h. die Summe von Gewinnen und Verlusten der Spieler
Null sein muss, wird im wesentlichen nur in Gesellschaftsspielen erfiillt.
Wenn die Spieltheorie auch die konomischen und sozialen Erscheinungen
in einem spieltheorischen Modell einfingt und sie 16sen will, wo die Summe

“*SHUBIK, M, a.4.0, s. 56.
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aller Zahlungen nicht null ist, dann muss sie auf die Nicht-Nullsummenspicle
erweitert werden.

NEUMANN und MORGENSTERN haben diese Erweiterung dadurch
erreicht, dass sie jedes n-Personen-Nicht-Nullsummenspiel durch die Ein-
fiihrung eines fiktiven Spielers in ein n-1 —Personenspiel mit der Summe
Null iiberfithren und mit gleichem Lésungsverfahren von Nullsummenspie-
len auch die allgemeinen Nicht-Numlsummenspiele zu lésen versuchen.

Der fiktive Spieler existiert in Wirklichkeit nicht, hat keine Strategien,
und damit kann er keinen Einfluss auf das Spielergebnis iiben. Seine Aufga-
be besteht darin, die Verluste zu tragen, die dem Gewinn der Koalition
entsprechen, die durch die echten Spieler bestehen. Die Aufgabe des fiktiven
Spielers liegt nur darin, dass man mit seiner Hilfe jedes Spiel in ein Nullsum-
menspiel iiberfithren kann. «Man macht von einem Verfahren Gebrauch,
das sich allgemein empfiehlt, wenn man es mit einem ungeldsten Problem
zu tun hat: man sucht es auf ein schon geldstes zuriickzufiihren»,*® und
das gelingt in diesem Fall.

Man ersetzt ein Nicht-Nullsummenspiel mit n Spielern durch ein n+1 —
Personen—Nullsummenspiel, in dem die (n-+1)—te Person den fiktiven
Spieler darstellt, der die folgende Zahlungsfunktion hat:

11
W ks k) = e T N ey s ke k)
i1

wobei k;, fiir i = 1,2, ..., n die Strategien der Spieler kennzeichnet, Der
(n+-1) — te Spieler hat also keine Strategie.

Fine Losung (v) des n-+1-Personen—Nullsummenspiels ist zugleich

die Losung des auf (n--1) Personen erweiterten n—Personen—Nichtnullsum

—>
menspiels, wenn fir die Zurechnung a = (a1, 82, ... n, a0 +1) i0 (V)

folgendes gilt:44
dp41 — ?(ﬂ’[—l}

VI. Andere Theorien fiir kooperative Spiele

Nach der Lésung von NEUMANN-MORGENSTERN werden meh-
rere Theorien fiir die kooperativen Spiele entwickelt, von denen die bekann-

13 MORGENSTERN, O,, a.a.0,, s, 106,

44 MORGENSTERN, O, a.a.0., s. 106, Durch diese Bedngung wird erreicht, dass
fiktive Spieler nicht einmal einen indirekten Einfluss auf das Spiel hat, wie z.B, die An-
derung der Koalitionsbildung durch Kompensationszahlungen.
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testen die von SHAPLEY, NASH, AUMANN und MASCHLER und
von HARSANYT sind. Hier wird nur der Ansatz von SHAPLEY kurz

erldutert. 45

Die SHAPLEYsche Lésung geht davon aus, dass man jedem Spieler
einer Koalition in der Gewinnverteilung den’ Wert zuordnen muss, der
seiner Macht entspricht. Nehmen wir das folgende Drei—Personenspiel,

dessen charakteristische Funktion folgende Werte aufweist:

v (A,B,C)

v(A) =0 v (A,B)
v (B) =0 v (B,C)
v(C =0 v (A,C)

=

0.5
0.5
0

vz )

I

Die charakteristische Funktion zeigt, dass der Spieler B in der Koa-
litionsbildung eine wichtigere Rolle spielt als der Spieler A oder C, weil die
Spieler A und C nur in einer Koalition mit B gewinnen kénnen. Eine Koali-
tion von A und C bringt nichts, d.h. v(A,C) = 0. In dieser Situation muss
der Gewinnanteil des Spielers B dementsprechend grdsser sein als die an-
deren. Die Auswertung der Koalitionsméglichkeiten von B fiihrt zu den

folgenden sechs Fillen

(1) B tritt einer Koalition bei, die aus A besteht.

v (AB) — v (A) = 0.5

(2) B tritt einer Koalition bei, die aus C besteht.

v (A,C) — v (C) = 0.5

(3) B ftritt einer Koalition bei, die durch den Anschluss von A an C

entstanden ist.
Vv((ABC —v (AC =1

(4) B tritt einer Koalition bei, die durch den Anschluss von C an A

entstanden ist.
v(ABC) — v (AQC =1

(5) B steht der Koalition von A und C allein gegeniiber

v(iB) — v (AC =0

(6) B steht der Koalition von C und A allein gegeniiber

v (B) — v (A,C) = 0

Dann kann man den Gewinnanteil des B leicht ermitteln: das entspricht
dem Durchsnittsbetrag von obigen sechs Werten, d.h.

4 SHUBIK, M, aa0, s 57f
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(05+05+1+1+u+0)
=3 :6
=05

Die Zurechnung wm:i in der Weise erfolgen, dass B (0.5) und A und
C je (0.25) bekommen.

Diese Methode wird jedoch unbrauchbar, wenn die Anzahl der SplE:lEl‘
gross wird. Man hat n ! = (n) (n—1) (n—2) ... (2) (1) mogliche Anordnun-
gen, die ausgewertet werden miissen, wenn die Anzahl der Spieler n ist.

VII. Nicht-Kooperative Spiele
(Der Ansatz von NASH)

NASH bezeichnet die Theorien fiir n-Personenspiele (n = 3), in denen
die Bildung der Koalitionen als Woraussetzung fiir eine Losung gilt, als
«theory of cooperative games» und hat selbst eine Theorie fiir «<noncoope-
rative games» entwickelt, in denen die Bildung der Koalitionen nicht
zugelassen ist.

NASH’s Anliegen in diesen Nicht-Kooperativen Spielen besteht darin,
den Gleichgewichtspunkt des Spiels zu bestimmen, der als eine Verallge-
meinerung des Sattelpunktes der NEUMANN-MORGENSTERN, schen
Theorie anzusehen ist. Dieser Gleichgewichtspunkt im NASH’schen Sinne
entspricht auch vollig dem Sattelpunkt von Zwei—Personen—Nullsummen-
spielen, in denen ihrer Natur nach die Bildung einer Koalition von beiden
Spielern nicht mdoglich 1st.

Der Index i kennzeichnet einen bestimmten Spieler, wobet i=1,2 ..., n
ist. Die Strategie des i-ten Spielers sei s; und dessen Zahlungsfunktion p;,
die eine Funktion der Strategien von (n) Spielern ist: -

pi = pi (81, 82, ..., 5n-)

Die Strategickombination von n Spielern (s1, s2, ..., sn) Wird durch die ab-
gekiirzte Bezeichnung o ersetzt: _ |
i = pi (9)
wobei & = (s1, S2, ..., Sn) ist

Wenn der i-te Spieler seine Strategie s; durch eine andere Strategie r; er-
setzt, wihrend die Strategien aller anderen Spieler konstant bleiben, wird

diese Anderung in dem n-Strategienbiindel mit fulgender Schreibweise
berticksichtigt:

(3, 1)
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Dann kann der Gleichgewichtspunkt in Nicht-kooperativen Spielen definiert
werden :

Eine Strategienkombination von (n) Spielern 8 = (s, 2, ..., sp) ist ein
Gleichgewichtspunkt, wenn fiir & gilt:

pi (8) = max [p; (8, )]
fir alle r;

Diese Gleichung bedeutet: Der Spieler i (i = 1,2, ..., n) maximiert
seine Zahlungsfunktion p; (8), falls er seine Strategie s; wihlt. Er
kann durch das Abweichen von dieser Strategie (s;) auf eine andere
(r;) bei gegebener Strategienwahl der andéren Spieler nicht ein besseres
Spielergebnis erreichen. Jede Strategie, die in 8 = (sy, sg, ..., sp) enthalten
ist, stellt im Hinblick auf die gegebene Strategienwahl aller anderen Spieler.
die optimale Strategie dar. Sie kann sowohl eine reine als auch eine gem.lschte
Strategie sein.

Im allgemeinen sind mehrere Gleichgewichtspunkte bzw. mehrere
optimale Strategien des einzelnen Spielers vorhanden, die untereinander
austauschbar sind. Das folgende Bﬂlsplel‘m ve:rdeuthcht diese Zusammen-
hinge:

B— 531 Snz
A
1é

Sai 3= —1;4—
S.u 4; 1 3;-—3

Matrix 10

Die erste Zahl in jedem Matrixelement kennzeichnet den Wert des
Spielergebnisses fiir den Spieler A und die zweite Zahl fiir den Spieler B.

Die Gleichgewichtspunkte werden durch die Strategmknmbmatmn
beider Spieler definiert, die die Bedingung

46 NICOLIN, R,, a.a.0, S. 93,
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pi (8) = max [p: (8, 1)]

erfiillen. ey
Bel der gegebenen Strategie sa1 von A ist nach der Gleichgewichtsbe-
dingung die Strategie spz von B optimal, und umgekehrt bleibt dem A nur
die Wahl der Strategie sa1, wenn B die Strategies gs wihlt, weil er sonst noch
mehr verliert, auf der anderen Seite ist fiir A die Strategie saz optimal, wenn
der Gegner die Strategie sg; wihlt, umgekehrt bleibt dem B nichts anderes
ibrig, als die Strategie sgi zu wihlen, wenn A die Strategie sis wihlt. Die
Strategien sa1 bzw. sap und spa bzw. sg1 motivieren sich also wechselseitig, 47
und die Strategiekombinationen (sa1, sg2) und (saz, sp1) stellen die Gleichge-
wichtspunkte dar. Es gibt ausserdem ein paar gemischte optimale Strategien,
die die Bedingung des Gleichgewichtspunktes erfiillen. Das sind si; mit
der Wahrscheinlichkeit 2/3 und ss2 mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 von
A; bzw. sg1 mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 von B bzw. sg; mit der
Wabhrscheinlichkeit 2/3 und sge mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 von B.

Das Spielergebnis wird konstant bleiben, wenn ein Spieler mit seiner
optimalen gemischten Strategie spielt, wihrend der andere eine seiner
optimalen Strategien wahlt, oder ebenfalls mit seiner optimalen gemischten
Strategie spielt.

Wenn z.B. A der gemischten Strategie des B nur mit sa; antwortet,
ergibt sich als Spielergebnis fiir A die mathematische Erwartung:

2 1 J

— . O+ —D=—
3 2 3

Wenn A dagegen nur sgs wihlt:

2 1 5
— . @ +— () = —
3 3 3

Und wenn A ebenfalls seine optimale gemischte Strategie wahlt

2 2 e 1 e P
SR L = e D S P e e e
g 3 3 3 Sy 3

4 NICOLIN, R., a.2.0. s. 95.
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Eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung der Strategien bringt dem jewei-
ligen Spieler nur ungiinstigere Ergebnisse. In dieser Weise motivieren sich
also auch die optimalen gemischten Strategien wechselseitig und «sie
treffen sich in einem (dritten) Gleichgewichtspunkt».18

Uber die Entscheidung, welcher von diesen drei Gleichgewichtspunkten
zu realisieren ist, gibt die Theorie der «non-cooperative games» von NASH
keine Kriterien, und ausserdem ist es viel wirklichkeitsndher und rational,
das Spielergebnis (3; 3) zu realisieren, das dem Ergebnis der NEUMANN -
MORGENSTERNschen Losung entspricht, in dem sowohl das gemeinsame
als auch das individuelle Gewinnmaximum erreicht werden.

Ubrigens ist ein Nicht-kooperatives Spiel im Sinne von NASH nur
dann I6ésbar, wenn die sogenannte «Austauschbedingungy» erfiillt ist, «d,h.,
wenn jeder Spieler unabhingig vom anderen von einer Gleichgewichtsstra-
tegie zur anderen wechseln kann».2® Diese Bedingung bedeutet aber nichts
anderes als dass der Partner auf einen Strategiewechsel der anderen nicht
reagiert, «eine Annahme, die LAUNHARDT, HOTELLING und COUR-
NOT bei ihren Oligopoltheorien ebenfalls machten».®?

VIII. Dynamisierung der Spieltheorie

Die vorher behandelten Theorien der Spiele sind von statischem Charak-
ter, NEUMANN und MORGENSTERN weisen in ihrem Buch auch darauf
hin: «Wir wiederholen nachdriicklich, dass unsere Theorie durchaus sta-
tischer Natur ist. Eine dynamische Theorie wire zweifelsohne vollstindiger
und daher vorzuziehen. Aber andere Zweige der Wissenschaft lehren, dass
es nutzlos ist, eine dynamische Theorie aufbauen zu wollen, ehe die statische
nicht vollig verstanden ist... Eine statische Theorie behandelt Gleichge-
wichte. Das Wesensmerkmal des Gleichgewichtes ist, dass thm keine Ten-
denz zum Wechsel innewohnt, d.h., dass es keine dynamische Entwicklung
fordert. Die Untersuchung dieser Erscheinung ist natiirlich nicht ohne ge-
wisse rudimentire dynamische Begriffe méglich.

Wichtig ist aber, dass sie nur rudimentir sind».5! Die Besonderheit der

Dynamisierung muss also in dem Spielablauf bestehen, der selbst den dyna-
mischen Prozess darstellt.

48 NICOLIN, R, aa O, s 94,

48 KRELLE, W.. COENEN, D.; «Das nicht kooperative Nichtnullsummen-Zwei-
Personenspiel», Teil I, in: Unternehmensforschung, Ed, 9 (1965), s, 59.

S0 KRELLE, W., COENEN, D, 440, 5. 59,

5ly NEUMANN, J; MORGENSTERN, O, a.a.0., s. 59,
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Die Dynamisierung der Spieltheorie, die auch hier zu behandeln ist,
gelingt zum erstenmal SHUBIK .52

SHUBIK behandelt zuerst «games of survival» (Spiele auf Leben
und Tod), die eine unbestimmte Dauer aufweisen, d.h. unendliche Ziige
haben. Sie sind ausserdem Zwei-Personen-Nullsummenspiele, und ihre
einzelnen Partien sind identisch,?® die solange wiederholt werden, bis dass
der vorher festgelegte Zahlungsvorrat erschopft ist. Dann ist ein Spieler
untergegangen, und der andere liberlebt. Das Ergebnis des Spiels ist somit
nicht von dem Gewinn abhéngig, den die einzelnen Spicler zu erreichen
gedenken, sondern von dem Wert, dem sie ihrem Uberleben bzw. Untergang
beimessen. Der Anwendung eines solchen Modelle auf 6konomische Proble-
me stehen folgende Punkte entgegen:54

(1) Das Spiel ist ein Nullsummenspiel

(2) Die Zielfunktionen der Spieler sind von dem von ihnen ihrem
Uberleben bzw. Untergang beigelegten Wert bestimmt, und dies
trifft fiir 6konomische Sachverhalte nur in Grenzféllen, in denen
eine akute Gefahr eines Zusammenbruchs besteht, zu.

(3) Die Anderungen in dem Zahlungsvorrat von einzelnen Spielern
sind eine Folge der Ergebnisse der stindig wiederholten Einperio-
denspiele. Auf der anderen Seite ist aber der Prozessablauf eine
Funktion des Zahlungsvorrates des einzelnen Spielers, weil durch

- die Hohe dieses Betrages das Drohpotential des Spielers gestarkt
oder geschwicht wird.

(4) In diesem Modell werden die Betrige nach jedem Einperiodenspiel
direkt dem Zahlungsvorrat zugefiigt. ‘

In der Wirklichkeit wird jedoch der Frage von Gewinnverwendung
eine grosse Bedeutung beigemessen, und gerade diese Tatsache, d.h. ob
der erzielte Betrag zur Stirkung des Drohpotentials im Unternehmen
beibehalten oder an die Eigentiimer des Unternehmens ausgeschiittet werden
soll und im welchem Verhiltnis das geschieht, ist fiir die Spiele auf Leben
und Tod von entscheidender Bedeutung. Mit der Ausschiittung muss auch
das Verzinsungsproblem beriicksichtigt werden, weil die Ausschuttungen
in der Regel im Laufe der Zeit vorgenommen werden.

2SHUBIK, M., Strategy and Market Structure, New. York 1959
- 93 Zwei Partien eines Spiels sind dann identisch, wenn sie die gleiche Zugfolge, d.h.
die glr:mhrm Alternativwahlen aufweisen.
54 MEISSNER, W., a.a.0, 5. 67 f
NICOLIN, R, a.a.0,, s. 182 f.
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SHUBIK versucht diese Faktoren in seinem zweiten Modell «games
of economic survival» (6konomische Spiele. .auf Leben und Tod) zu be-
riicksichtigen. Bevor dieses zweite Modell behandelt wird, ist iiber die Spiele
von unbestimmter Dauer einiges zu bemerken, die die Grundlage der beiden
Modelle bilden.

I. Spiele von unbestimmter Dauer

Diese Spiele sind durch ihre unbestimmte Zugfolge, d.h. durch ihre
unendlich vielen Ziige, charakterisiert. Man muss sie jedoch von den
unendlichen Spielen unterscheiden, in denen: die Anzahl von Strategien
mindestens eines Spielers unendlich ist. -

Diese Spiele von unendlicher Dauer kénnen nur in extensiver Form
dargestellt werden, und es ist besonders wichtig, dass in diesen Spielen
nicht jeder Partie eine Zahlungsfunktion zugeordnet werden kann. Man
bezieht die Zahlungsfunktion entweder auf alle vorangegangenen Ziige
des Spiels oder auf den letzten Zug- des Betrachtungszeitpunktes. Man
braucht am besten das zweite Verfahren, in dem der letzte Zug im Zeitpunkt
(t) mit r¢ bezeichnet wird, der eine Untermenge von R (Rt Cry) ist. Mit R
wird die Menge aller Ziige bis zum Ende des t-ten Zuges (r+) gekennzeichnet.
Jedem Zug ry (t=1,2,...) wird eine n- tupel Zahlungsfunktmn in folgender
Form zugeordnet:

hg-, (t‘t} — hl.t (1'1;],-.-..,- hn,t (rt)

wobei der Index (1...n) die Spieler kennzeichnet.

Weil der Gesamtzahlungsvorrat eine schon vorher festgesetzte bestimm-
te HoOhe aufweisen muss, ist auch die folgende Axiome hinzuzufiigen:

4] : :
Y h;.¢ (rt) = beschrinkt,
1=0

wober 1=1,2,..., n und t=1,2,... ist

Das bedeutet, dass die Summe aller Zahlungccn einen gemssen Betrag

nicht ubersteigen darf. Durch diese Axmme konnen diese Spiele durch
einen einzigen Zug charaktemmrt werden der den Ietzten Zug des Bet-.
rachtungszeﬁpunktes darstellt.
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2. Die 6konomischen Spiele auf Leben und Tod
(Games of economic survival)

2a) Die Beschreibung der 6konomischen Spiele auf Leben und Tod

SHUBIK beriicksichtigt die 6konomischen Faktoren in seinem Modell
«games of economic survival», das folgende Figenschaften aufweist:®®

(1) Es besteht eine Zerlegungd® der Ziige in (n-1) induzierte Mengen

wobei die Menge v, aus Zufallsziigen besteht, wihrend die Mengen vi,
Va,...., Vo die personlichen Ziige der Spieler 1,2,..., n umfassen. Diese Zer-
legung wird als Spielerzerlegung bezeichnet.

% (2) Jedem Zufallzug in der induzierten Menge v, wird eine Wahrschein-

lichkeitsverteilung auferlegt, die jeder Alternative einen positiven Wert
zuordnet, deren Summe 1 ist.

(3) Die Menge M¢ enthilt alle Partien bis zum t-ten Zug, und m;
bezeichnet eine ganz bestimmte Partie bis zum t-ten Zug. m: ist also eine
Untermenge von M ¢, d.h. my CM . Jeder Partie m1 sind folgende Gesamthei-
ten von Zahlen zugeordnet:

R;,t+ ; kurzfristige Erlose
C;,+ ; die Aktiva
W;,+ ; die Ausschiittungen,

wobei 1 den Index des Spielers (hier Firmen) kennzeichnet; i=1,...,n.
Zwischen diesen Grossen besteht folgende Beziehung:

C,t = G,ta + Ri,t — W, 4

; b;,+ ; Bankrottgrenze der Aktiva
L;,+ ; der Liquidationswert der Aktiva
g;,t ; die Diskontrate

(4) Die Ziige sind in eine Zerlegung (o) in Informationsmengen U q
zerlegt, wobei (i) den Index der Spieler und (d) den Index der Informationen

55 MEISSNER, W, a.a.0., s 68 f.

"6 Die Zerlegung einer Menge ist eine erschépfende Unterteilung dieser Menge in
Untermengen derart, dass jedes Element von dieser Menge genau einer Untermenge
gehort,
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darstellt. Eine Informationsmenge U ist die Verfeinerung der Spielerzerle-
gung und Alternativzerlegung. Die Letzte ist eine Zerlegung der Ziige in
Mengen Aj und enthélt alle Ziige mit j Alternativen; fiir j = 1,2,...

In dieser Weise ist jede Informationsmenge U in der Durchschnitts-
menge p;1 A; mit irgendeinem i und j enthalten,7 wobei die Menge p; die
Zige des i-ten Spielers darstellt-Spielerzerlegung-.

(5) Es gibt fiir jeden Spicler eine Nutzenfunktion

P = (P1, P2. ..., Pn)

und diese Nutzen- funktion fiir den i-ten Spieler hat die folgende funkti-
onale Abhingigkeit:

Pi = P Wio " Qoo Wit Gt Lit © Gi1)

=12 .- m

wobel (1) den Index des Zuges kennzeichnet, bei welchem der i-te Spieler
untergeht, bzw. (die Firmen) in die Liquidation eingeht.

Uber die Punkte (3) und (5) sind einige Erlauterungen nétig weil die
Dynamisierung des Modells hauptsichlich mit Hilfe dieser Punkte erfolgt.

In (3) werden die Gewinnverwendungsmdéglichkeiten der Firma be-
rucksichtigt. SHUBIK nennt die kurzfristigen Erl6se R; ; als Nettoerlds
der Periode (t) und die Ausschiittungen an die Eigenttimer Wi ¢ der Firma
(i) als «withdrswal account», die in der Firma zurlickbehaltenen Gewinne,
d.h. (R;,t — W;, ), als «corporate account». Wie schon erwihnt, wird das
Drohpotential der Firma durch die Zuriickbehaltung der Gewinne gestiirkt.
Anderseits hangt der Wille der Eigentiimer von der Gestalt und dem Umfang
der Ausschiittungen ab, ob die Firma in die Liquidation eingehen oder den
Kampf (auf Leben und Tod) weiterfithren soll.

Durch die Formel C; ¢ = Ci ¢4 + Ri,t — Wi ¢, die besagt, dass die
Aktiva der Firma (i) in der Periode (t) die Summe der Aktiva der Vorperiode
und von «corporate account» (R;, ; — W; 1) sind, wird die Beziehung zwi-
schen Aktiva, Periodennettoerlosen und Ausschiittungen erfasst.58

°7 Das heisst aber, dass jede Informationsmenge U von einer Partie nur einen per-
sonlichen Zug vi enthilt, wobei i=1, 2,...,n ist. Die Menge der Zufallsziige Vo ist eine
Untermenge von U, in der Schreibweise U ¢ DoAAj.

% In dieser Formel wird vorausgesetzt, dass Firma weder Kredite von drittel Seite
noch Einlagen von den Eigentiimern fiir die Kapitalerhohung bekommen darf.
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Der Liquidationswert Li, ¢ ist im Falle eines Bankrotts gewdhnlich
kleiner als der Buchwert der Aktiva. Es gilt:

O=Li,t=G/)t+ wenn Ci,s > O
Li,t == WEINN Gi,t = 0
1
q=———,wobeir= 0
l-r

dem langfristigen Zinsfuss entspricht, gilt nur fiir die ausgeschiitteten
Gewinne (W;, 1), weil die Verzinsung von «corporate account» (R, ... Wi, 1)
in Nettoerlosen der folgenden Periode erfolgt. |

Die Nutzenfunktion des Spielers i

=1 (Wi, ~ G.os--» Wit ° Qivr ° Ly * gi,0),
die eine allgemeine Zahlungsfunktion des Spielers i darstellt, besagt, dass
der Nutzen der Spieler eine Funktion der Summe von diskontierten aus-

geschiitteten bzw. entnommenen Gewinnen und dem ebenfalls diskontierten
Liguidationswert ist.

2b) Die Losungskonzepte der 6konomischen Spiele auf Leben und Tod

2b1) Die Strategien der Spieler

In 6konomischen Spielen auf Leben und Tod bleibt der Strategiebegriff
wie auch in statischen Modellen im Mittelpunkt der Lésung. Darum ist
es zweckmissig, bevor die Losung behandelt wird, die Besonderheiten der
Strategien in emmem Okonomischen Spiel auf Leben und Tod darzulegen.

Well ein solches Spiel als dauernde Wiederholung eines und desselben
Ein-Periodenspiels zu verstehen ist, sind die Alternativen bei jedem Zug
die gleichen.”® «Die Wirklichkeit wird auf diese Weise natiirlich nur grob
approximiert».%0 Die Menge aller Strategien des i-ten Spielers in der Periode
t wird mit S; {, und eine ganz bestimmte Strategie aus dieser Menge, mit
s1,¢ bezeichnet. §; i ist also die Obermenge von s;,¢, d.h. Si, 4 5 5,461

*9 Die Alternativen eines Zuges stellen in einem Einperiodenspiel ihrem Wesen nach
die Strategien des betreffenden Spielers in dieser Periode dar.

SO NICOLIN, R, aa.0.; s. 188

® In diesen Bezeichnungen ist allerdings der Indext iiberfliissig, weil die Anzahl der
Strategien in jeder Periode, d.h, in jedem dauernd in gleicher Weise wiederholten Ein-
Periodenspiel, immer gleich ist.
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Die Spieler haben in «games of economic survival» in jeder Strategie-
wahl zwei Entscheidungen zu treffen: eine Entscheidung beziiglich des
Marktverhaltens und die andere beziiglich der Gewinnverwendung. Die
erste Enstcheidung bezieht sich auf den Perioden - Nettoerlés R { und die
zweite Entscheidung auf die Aufteilung des Nettoerldses in «corporate
account» (Ri,y — Wi, ) und «withdrswal account» (Wi, 1).

Die Marktkomponente der Strategie s; ¢ wird mit m; ¢ und die finanziel-
le Komponente mit f; ¢ bezeichnet.52

' SHUBIK unterscheidet den zwei Arten von Strategien: Eine konstante
Marktstrategie liegt vor, wenn fir jedes my,¢ gilt:

mi, i = ’El‘.i FHte ==L

Eine stationdre Strategie liegt vor, wenn fiir jedes s: ¢ gilt:

Svip =% firt=— 1012 .

Eine konstante Marktstrategie wird also durch die Gleichheit der
Marktkomponenten und die stationdre Strategie durch die Gleichheit
sowohl der Marktkomponenten als auch der finanziellen Komponenten
in jeder Periode charakterisiert. SHUBIK macht diese Unterscheidung
der Strategien einmal darum, weil in manchen Fillen, z.B. wenn die Zah-
lungsfunktionen beider Spieler positive Werte aufweisen (Nicht-Nullsum-
menspiel), die finanzielle Komponente unabhigig von der Marktkompo-
nente sein wird, und zum anderen, um die sogenannte Drohstrategie defini-
torisch zu erfassen, die in der Theorie «Games of economic survival» eine
besondere Rolle spielt. Zur Definition dieser Drohstrategie kénnen beide
Strategiarten benutzt werden. Es erfolgt z.B. mit Hilfe der stationiren
Strategie in folgender Weise:

F—

Si1,0 = 8§
St.+ = Stwenn: sy = spodurt = 01,... t—1
S1,t — F (51,1, ...... AR e o B : 55.1,_1)

firt=14+ 1,1t + 2,...

wenn sj,t 7 Sj

62 Als Marktstrategien (mi) kommen die verschiedenen Arten des Konkurrierens,
wie Preiskonkurrenz, Produktdifferenzierung, Werbung, Aufmachung, Mode, Einfiikirung
von Neuerungen, Absatzorganisation usw,, und als finanzielle Strategien (fi) in der Ge-
winnverwendungspolitik, die Verhiltnisse auf dem Geld - und Kapitalmarkt, Liguidi-
titsgrad der Aktiva usw. in Betracht
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Demnach ist eine Drohstrategie nichts anderes als um eine Drohkom-
ponente erganzte stationdre Strategie. Nach dieser Drohstrategie sind also
die Spieler bereit, solange stationir zu spielen, bis der Gegenspieler den
status quo nicht verldsst. Wird ein Spieler den status quo verlassen, dann
hat der andere seine Drohstrategie bereit und wird Vergeltungsmassnahmen
ergreifen.

Die letzte eigentliche Drohung im Zeitpunkt (t) ist eine Funktion sowohl
der eigenen als auch der gegnerischen Strategien von der Periode (1) bis
(t—1). «Dies ist erklérlich, denn die Ergebnisse der Ein-Periodenspiele in
Yerbindung mit der Art der Gewinnverwendung bestimmen die Vermé-
gensstruktur der Unternehmung und damit letztlich den Strategienraumy.53

Die konstante Marktstrategie und statoniire Strategie der Spieler kén-
nen theoretisch ebensogut reine wie auch gemischte Strategien sein. Die
Anwendung der gemischten Strategie wird aber sehr problematisch, weil
der Gegenspieler in einem solchen Fall nicht genau wissen kann, ob es sich
beim Abweichen von der stationiren Strategiec um eine gemischte Strategie
handelt oder das Verlassen des status quo bedeutet. Es werden deswegen
nur reine Strategien zugelassen. |

2b2) Losung im Zwei-Personenspiel

«Die Losung eines 6konomischen 2-Personenspiels auf Leben und Tod
ist die Menge aller stationiren Ergebnisse, die durch entsprechende Droh-
strategie-Paare als Gleichgewichtspunkte erzwungen werden kénneny.64

Damit wird gemeint, dass die Drohstrategie des kampfstarkeren Spielers
ausreicht, um zu verhindern, dass der Gegenspieler den status quo verlisst,.
und dessen stationére Strategie in bezug auf die Drohstrategie des kampf-
starkeren Spielers optimal ist. Die Drohstrategien beider Spieler verhindern
also gegenseitig das Verlassen des status quo von einem Spieler und schaffen
in dieser weise Gleichgewichtssituationen. Dazu wird das folgende Beispiel
gewdhlt.®> In einem «Ein-Perioden-Nicht-kooperativen Spiel» ergibt sich
als Gleichgewichtspunkt das Matrixelement (3,3), weil jeder Spieler durch
die Anwendung seiner zweiten Strategie das beste Spielergebnis (6) heraus
‘holen will, in der Erwartung, dass sein Gegner die erst Strategie wihlt, In
dieser Bedingung von Nicht-Kooperation wird in einer begrenzten Wieder-

3 MEISSNER, W, a.¢.0, s. 72.

#NICOLIN, R, aa.0., s. 192,

¢ MEISSNER, W, aa.0, s. 70
NICOLIN, R, a.a.0., s. 193,
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holung des gleichen Spiels dasselbe Ergebnis zustandekommen. -Im NEU-
MANN-MORGENSTERNschen Lésungskonzept, in dem die Koalitiona-
bildung (als Folge des Rationalverhaltens) als selbstverstiindliche Bedingung
vorausgesetzt wird, wiirde als Gleichgewichtspunkt das gemeinsame Ge-
winnmaximum (5,5) verwirklicht, das durch die Anwendung der ersten
Strategien A und B; erreicht werden kann-.

In der unbegrenzten Wiederholung des gleichen Spiels ist der Gleich-
- gewichtspunkt in folgender Weise zu ermitteln:

Der Spieler A wird seinem Gegner B von dem Augenblick an drohen,
in dem B den stationédren Zustand verlésst, d.h. die zweite Strategie B wihlt,
ebenfalls seine zweite Strategie Ap zu wihlen. Infolge dieser Drohung des
Spielers A muss der Spieler B seine Strategien B; und Bg bewerten: — Der
Zeitpunkt, in dem B den status quo verlisst, wird mit (1) bezeichnet.

Bei der Strategie B; betridgt sein Einkommen

o0

(&) 5> G). £ q
=0

Bei dem Abweichen zuder Strategie By im Zeitpunkt t betrigt sein Einkom-
men.

T—1 | 50)
(2) @V Z gtd 6 q 3 e
t=o0 t=141
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Bis zum Zeitpunkt t bedient sich der Spieler B der Strategie B;, wihrend
sein Gegner A ebenfalls die erste Strategie A; wihltund gewinnt nach jedem
Spiel (in jeder Periode) 5 Einheiten. Er geht im Zeitpunkt (1) zu seiner zweiten
Strategie Bg tiber und gewinnt in dieser Periode 6 Einheiten, Das Verlassen
des status quo durch B veranlasst- A, seine Drohstrategie anzuwenden,
d.h. er geht ebenfalls von A; zu Ay iiber, und B gewinnt ab diesem Zeitpunkt
(1) nur 3 Einheiten je Periode. Entsprechendes gilt auch fiir den Spieler
A.

Das erste Einkommen von B ist .bei normalem Zinsfuss viel hoher
als sein zweites Einkommen$6 und das bedeutet, dass fiir beide Spieler die
einmal gewihlte erste Strategie Ay bzw. By beizubehalten giinstiger als das
Verlassen dieses realisierten stationdren Zustandes i1st. Dann wird das ge-
meinsame Gewinnmaximum (5,5) zum Gleichgehung in einem «games of
economic survival» Gleichgewichte schafft, die in Spielen von festgelegter
und begrenzter Dauer nicht existieren.®”

In diesem Beispiel fiihrt nur eine Zurechnung zum Gleichgewicht,
ndmlich die Zurechnung, in der beide Spieler 5 Einheiten bekommen. In
der Regel wird aber mit vielen Zurechnungen bzw. vielen Gleichgewichts-
punkten zu rechnen sein, weil durch die Drohstrategien der Spieler fast
jede mogliche Marktaufteilung als Gleichgewichtslage zu erzwingen ist.58

2b3) Der Losungsansatz in allgemeinen 6konomischen

n-Personenspielen auf Leben und Tod

Die Losung der n-Personenspiele ist in «games of economic survivaly
ebenfalls schwieriger als die der Zweipersonenspiele, wie es auch in statischen
Modellen der Fall ist. «Nun reicht nicht mehr die sich neutralisierende
Wirkung eines Paares von Drohstrategien zum Gleichgewicht aus, sondern
dafiir wird ein n-tupel von Drohstrategien bestimmend».6®

Fiir den einzelnen Spieler i (1=1,2,...,n) ist die Drohstrategie in ihrer
Grundlage nicht anders als in Zwei-Personenspielen. Ein Spieler (i) wahlt
solange seine stationdre Strategie, bis die anderen Spieler den status quo
beibehalten, und er geht sofort zu seiner Drohstrategie iiber, wenn auch

66 Sofern der Zinsfuss 200 % nicht iibersteigt, ist das ersie Ergebnis hoher als das
zweite, Das gilt auch fiir A, NICOLIN, R, aa.0,, s 192

87 MEISSNER, W., a.a.0,, s. 71, |

88 NICOLIN, R, aa.0, s. 192,

69 MEISSNER, W., aq.0., 5. 73.
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nur ein Spieler den status quo verlisst. Die Drohstrategie von dem i-ten
Spieler muss also in allgemeinen Skonomischen n-Personenspielen in fol-
gender Form definiert werden:

Si;'ﬂ' e
5i,t =— §; fiir t = 0,1,2,”.
Sj,0 = §j
Sj*T = Sj
fur alle j = 1
Hidid =— a2
e=a R oh
i D B e |
S F (Sj,1 A e e s 5i,1, Sj,g..., Ej,t-l)
fursita="tp o it s
undi £ j v
e T a
j — 1;2,41l;]1

Die Drohstrategie jedes Spielers ist also eine Funktion der eigenen und aller
fremden Strategien von der Periode (1) bis zur Periode (t—1).

Es ist aber zu berﬂcksichtigen, dass die Reaktionsweise von einzelnen
Spielern in einem n-Personenspiel auf das Verlassen des status quo durch
einen oder mehrere Spieler ungewiss ist. SHUBIK teilt daher die n Spieler
in drei Gruppen auf:

[r] = die Anzahl der Spieler, die durch das Verlassen des status quo
einen individuellen Vorteil erwarten

[k] = Die Anzahl der Spieler, die durch ihre Drohstrategien das
Verlassen des status quo von r Spielern zu verhindern entschlos-
sen sind

[0 — (k+r1)] = Die Anzahl der Spieler, die auf jeden Fall, wenn auch
einige Spieler den status quo verlassen, stationdr Spielen wollen.

Durch diese Aufteilung definiert SHUBIK das Gleichgewicht in fol-
gender Weise: «Wenn die Drohstrategien der Spielergruppe (k) stark genug
sind, um die Spielergruppe (r) dem Verlassen des status quo zu hindern,
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so liegt ein (k; — (r;) — stabiles Gleichgewicht vor».?0 Wenn die Spieler von
Gruppe (k) und (r) sich gegenseitig in Schach halten, so wird sowohl (k;) —
(ry) als auch (r; — k;) zum Gleichgewichtspunkte fithren, und im Grunde
scheint nur dieser letzte Fall das eigentliche Marktgleichgewicht zu sein.™

~Mit diesem Gleichgewichtsbegriff konnen auch die verschiedenen
Konkurrenzerade gekennzeichnet werden, die sich von der vollkommenen
Konkurrenz ( (0) — (n) —Stabiles Gleichgewicht) bis zur vollstindigen
Zusammenarbeit ( (n—1) — (1) —stabiles Gleichgewicht) erstrecken’

Ausserdem konnen die Erscheinungen auf dem Markt wie Preisfiih
rerschaft, Qualititskonkurrenz (non-price competition) und Preisstarrheit
mit diesem Gleichgewichtsbegriff erfasst werden.”

70 MEISSNER, W., a.a.0., b. 73,

71 NICOLIN, R., a.a.0., s. 196 f,

72 MEISSNER, W., a.a. 0., s. 73,

In vollkommener Konkurrenz wird kein Anbeiter sich zur Reaktion veranlasst fih-
len, wenn ein oder mehrere Gegenspieler den status quo verlassen, d.h, in der Gruppe
(k) gibt es keinen Spieler, In einer vollstindigen zusammenarbeit von (n) Spielern (z.B.
Kollektivmonopol) wird das Verlassen des status quo nur von einem Spieler (r=1), alle
{ibrigen Spieler zur Reaktion veranlassen (k=n—1).

8 MEISSMNER, W., aa.0, s. 73,



OYUN TEORISI

OZET

Bir karar modelindeki degiskenler, kistas karar verici olmak iizere,
kontrol edilebilen ve kontrol edilemiyen degiskenler olmak iizere iki gruba
ayrilabilirler. Sayet kontrol edilemiyen degiskenler sabit iseler, problem
determinist bir model icinde, istatistiki bir dagilim gosterivorlarsa stokastik
bir model icinde (dogrusal programlama, transportasyon modeli, kuyruk
teorisi, stoklama modeli v.b. gibi metodlarla) ¢6ziime ulastirilabilir.

Sayet kontrol edilemiyen degiskenler birer sabite degilse ve istatistiki
bir dagim gostermeyip, bilingli ve rasyonel davrams gésteren bir baska
kuyvet tarafindan tayin ediliyorsa; ayrica modelin kontrol edilebilen degis-
kenleri tlizerinde hakim olan kuvvet ile, modelin kontrol edilemiyen degis-
Kkenlerini tayin eden kuvvet arasinda bir «gikar catismas séz konusu ise,
problemin yukarida sozii edilen metodlarla ¢6ziimii bahis konusu degildir.
Boyle bir modelin ¢6ziimi igin gelistirilen «oyun teorisi» tekniginde, cikar-
lar1 ¢atigan iki kuvvetin uygulayacaklari stratejilerin oyunun sonucunu
tayin edeceginden hareket edilmektedir. Asagidaki 6rnekte oyun teorisine
esas olan durum acik bir sekilde goriilmektedir.

Bazi kimseler gecirdikleri bazi tecriibeler sonucunda séyle bir sonuca
varabilirler: «ne zaman piknik yapmﬁya gitmissek yagmur yagmistir ve
rahatimiz bozulmustur. O halde bundan bdyle de piknige gidersek yagmur
yagacaktr. (SHUBIK, M., «Spieltheorie und die Untersuchung des sozialen
Vﬂrhaltem. » Eine einfiihrende Darstellung., in: Spieltheorie und Sozial-
w1ssensc:haften Hrg.: SHUBIK, M., Hamburg, 1965, s. 18 ve devami)

Béyle bir sonuca varmak, yani doga iistii bir kuvvetin piknik yapaca-
gimiz zamam Kollayarak, bizim nesemizi kagirmaya, bizi rahatsiz etmeye
galistigini zannetmek veya buna inanmak hissi bir duyus olabilir, fakat
aklen boyle bir seyi kabul edemeyiz.

Ote yandan bir savas alaninda, bir milletvekili adayimn segim kampan-
yasinda, poker oyununda, iki biiyiik rakip firmanin rekabet miicadelesin-
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de alinacak kararlarda ve girisilecek operasyonlar da, kars: tarafta en azin-
dan bizim birka¢ ¢ikarimiza zit cikarlar: olan bilingli ve aktif bir kuvvetin
varligini kabul edebilir ve bu kuvvetin bizim plan ve operasyonlarimza karsi
tedbirler alacafini ve hatta karsi operasyonlara girisebilecegini planimizda
goz onlinde tutabiliriz; daha dogrusu rasyonel davranisa ulasmak istiyorsak
bu gercekleri planimizda muhakkak goz oniinde tutmamiz gerekir. (SHU-
BIK, M., Spieltheorie und die Untersuchung des sozialen Verhaltens: eine
Einfithrung, in: Spieltheorie und Sozialwissenschaften, Hrg.: SHUBIK,
M., Hamburg 1965, s. 18 ve devami). Bu durumda karar verici, planmni sa-
dece kendi amaclarina, yeteneklerine ve imkénlarina gore degil, baskalari-
nin da ama¢ imkdn ve yétencklerini géz oOniinde tutarak hazirlamalidir;
bagka bir deyimle tatbik edecegi stratejisini kars1 tarafin stratejilerini de goz
onilinde tutarak tayin etmelidir.

Burada kisaca Ozetlemeye calistigimiz, yukarida almanca olarak sunu-
lan bu calismanm konusu (Oyun teorisi), «gikarlarin gatismas» seklinde
beliren boyle bir durumda uygulanabilecek bir karar verme aleti olarak gelis-
tirilmigtir ve uygulama sahasi ve olanagl daha genis olan «dogrusal prog-
ramlama metodu», «transportasyon metodu», «kuyruk teorisi» vb. gibi diger
tekniklerle birlikte yoneylem arastirmasinin (operation research) kapsami-
na girer.

Oyun teorisinin esasi ilk olarak 1928 yilinda von NEUMANN tara-
findan tamamen matematiksel olarak Minimax teoreminin isbati ile ortaya
konmus ve 1944 yilinda von NEUMANN ve MORGENSTERN tarafin-
dan hazirlanan «Theory of Games and Economic Behavior» kitabiyla ge-
listirilmis ve bu gelistirme siireci gliniimiize kadar devamedegelmistir.

Bu c¢alismamizda Once oyun teorisi ile ilgili terimler agiklanmis (Ki-
sim, I), daha sonra da oyun teorisinin amaci ele alinmistir (Kisim II). Oyun
teorisinin amaci olarak, yukarida aciklamaya calistifimiz «gikarlarin ca-
tigmas1» durumunda, oyuncularin rasyonel hareket edecekleri varsayilarak,
oyunculara hangi davramglarin tavsiye edilebilecegi noktasindan hareket
edilmistir.

Caligmanin tictincti boliimiinde (kistm III), oyunun ekstansif ve nor-
mal olarak tanimi incelenmistir. Oyunun ekstansif tanimlanmasinda, oyu-
nun biitiin asamalari, hamleleri, her kademedeki alternatifler ve bunlardan
birinin sec¢imi, ovuncularin enformasyon durumunun kademelerin ilerle-
mesine bagh olarak degismesi, oyunun bagindan sonuna kadar takip edil-
mekte ve oyunun sonucu verilmektedir. Buna ait 6rnek sekil 1 de (Abb—1)
vertlmistir. Oyunun normal sekilde tamimi ile ektansif sekilde tanim:
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matematiksel olarak tamamen birbirleriyle aynidirlar. (dquivalent); oyu-
nun normal sekilde taniminda, tek bir oyunun (parti) sonucu, oyuncularin
stratejilerinin bir fonksiyonu olarak kabul edilir. Calismamizin miiteakip
boliimiinde (kisim IV), oyun teorisinin en gelistirilmis sekli olan «toplami
sifir olan oyunlar» 1n incelenmesine ¢alismistir. Bu bolimde, «iki sahisli top-
lami sifir olan oyunlara» gecmeden Once, Minimax prensibi ele alinmus
(kistm IV, 1, a), rasyonel davranig sekli olarak A ve B oyuncular icin Mi-
mimax stratejileri (Vi ve V) agiklanmis ve Minimax prensibi en genel ifade
tarziyla, (i) 6deme matriksinin (Auszahlungsmatrix) dizilerini ve (j) da sii-
tunlarini géstermek tizere,

Vi< Ve
veya daha agik ifade tarziyla

Max Min W (A: B;)) = Min Max W (A: By)
i j j I
seklinde tanimlanmustir.

Minimax prensibi incelendikten sonra, «Toplami sifir olan iki sahish
oyunlar»in ¢oziimii, tamamen belirli oyunlar, yani piir stratejili oyunlar
(eindeutig bestimmte Spiele, Spiele mit reinen Strategien) icin (Vi = Va),
ve tamamen belirli olmayan oyunlar, yani karmagik stratejili oyunlar (nicht
cindeutig bestimmte Spiele, Spiele mit gemischten Strategien) igin (Vy < Vo)
olmak tizere ¢aligmanin (IV,1,b) ve (IV,l,c) béliimlerinde ele almmustir.
Tamamen belirli olmayan oyunlar icin yapilan c¢éziim orneklerinde énce
A ve B oyuncularimin ikiser stratejiye sahip olduklari durum, yani (2x2)
oyunlari, daha sonra (A) nin (m) ve (B) nin (n) stratejiye sahip oldugu kabul
edilerek (2xn) ve (mx2) oyunlari, daha sonra da (3x3) oyunlari calismanin
(IV.,1, cll; IV,1, c12; ve 1V,1, c13) boliimlerinde ele alinmustir. Genel ni-
telikteki (mxn) oyunlarimm ¢6ziimii ise dogrusal programlama metoduyla
gerceklestirilebildiginden incelemenin diginda birakilmistir. Daha sonra
calismamizin (IV,2) boliimiinde, «n-sahushi toplanu sifir olan oyunlary,
¢ gsahish oyunlar esas almarak incelenmis ve bunlarin nasil genellestirile-
bilecegine deginilmistir. Bu tip oyunlarin en 6nemli 6zellikleri olarak koalis-
yon teskili ve kazancin dagitimi, karakteristik fonksiyon ve dominanz,
stratejik es-degerlilik (strategische Agquivalenz) problemleri, ¢alismamizin
(IV,2,b1) (IV,2,b2) ve (IV,2,b3) béliimlerinde ele alinmistir.

Caligmamizin miiteakip boélimiinde (kisitm V.) oyunlarin sonuclarinin
toplaminin sifir olma sart1 kaldirilarak «genel n-sahislt oyunlarsin koalis-
yon teskili yoluyla ¢oziimiine gecilmistir. «Genel n-gahishi oyunlaryin ¢é-
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ziimii 6nce MORGENSTERN ve von NEUMANN tarafindan gelistirilen
metodla incelenmig, daha sonra da ¢alismamizin (kissm VI) bolimiinde
SHAPLEY tarafindan gelistirilen metodla ¢éziime ulastirilmustir.

Calismamizin (Kisim VII) bolimiinde «genel n-sahishi oyunlaryda
koalisyon teskili varsayimi da kaldirilarak, NASH tarafindan gelistirilen
ve oyuncularin herhangi bir koalisyona girmeden oynadiklari «Kooperatif
olmayan oyunlar»a gecilmistir.

Oyun teorisiyle ilgili olarak buraya kadar gelistirilen biitiin modeller
statik bir karakter tasimaktadir. Galigmamizin son boliimiinde (Kisim VIII)
SHUBIK tarafindan gelistirilen «dinamik oyun teorisi modeli» ele alinmis-
tir. Bu modelde, oyun siiresinin belirsizligi yani hamle (Zug) sayisinin son-
suz olabilmesi problemi ¢alismamn (VIIL, 1) kisminda incelenmistir. Calis-
mamizin (VIIL. 2) kisminda ekonomik éliim-kalim oyunlari (games of eco-
nomic survival, Spiele auf Leben und Tod) &nce iki sahish oyunlar icin

(kisim, VIII, 2b2), daha sonra da genel n-sahish oyunlar icin (kisim VIII,
2b3) inceleme konusu edilmistir.
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