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Ozet: Bu calismanin amaci adalet aksiyomunun kullanilmasi neticesinde isbirlik¢i oyun teorisindeki etkili ¢oziimlerden biri olan
Shapley degerinin yeni bir karakterizasyonun elde edilmesidir. Adalet aksiyomu, iki oyuncunun kazanglarinin ayni oranda degismesini
gerektirmektedir. Adalet aksiyomu kaynaklarin dagitilmasi konusunda ve karar alma asamalarinda esitlik, hakkaniyet ve adalet
prensiplerini dikkate aldig1 i¢in denetim agisindan 6nem tasimaktadir. Oyun teorisi biinyesinde denetim ise oyun teorisinin kontrol
mekanizmasini olusturmakta ve sistemlerin etkinligini artirilmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Calismada adalet aksiyomlarimin
yani sira kazang-kayip aksiyomu ve null oyuncu 6zelligi ile Shapley degeri yeniden tanimlanmaktadir. Shapley degerini aksiyomatik
karakterize etmek i¢in c¢esitli Onermeler kullanilmakta ve ana teorem ispatlar1 yapilarak aksiyomatik karakterizasyon
neticelendirilmektedir.
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Denetim

The Axiomatic Characterization of a Value for Audit Purpose in Game Theory

Abstract: The aim of this study is to obtain a new characterization of the Shapley value, one of the effective solutions in cooperative
game theory, using the fairness axiom. The axiom of fairness requires that the payoffs of two players change at the same rate. The
axiom of justice is important in terms of auditing as it considers the principles of equality, fairness and justice in the distribution of
resources and decision-making stages. Audit within game theory constitutes the control mechanism of game theory and plays an
important role in increasing the effectiveness of systems. In the study, in addition to the justice axioms, the gain-loss axiom and the
Shapley value with the null player property are redefined. Various propositions are used to axiomatically characterize the Shapley
value, and the axiomatic characterization is concluded by proving the main theorem.
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1. Giris Shapley degeri, isbirlik¢ci oyun teorisinin en 6nemli tek
Oyun teorisi, is birligi ve catisma modelleriyle ilgilenen nokta géziimlerinden biridir. Bu degeri, (Shapley, 1953)
matematiksel bir teori olarak tanimlanir (Ergiines Berkin verimlilik, ~toplamsallik, ~simetri ve null oyuncu
vd, 2022). Bilindigi tizere matematik biliminin aksiyomlarim1 ~ kullanilarak  karakterize  etmistir.
miihendislik, ekonomi, isletme, muhasebe, denetim ve Aksiyomatik  karakterizasyon, bir = ¢dzimi  farkh

sosyal bilimler basta olmak izere bircok alanda aksiyomlar kullanarak yeniden tanimlamak anlamina

uygulamasi bulunmaktadir. Oyun teorisi baslica isbirlikgi
olmayan ve isbirlikgi
ayrilmaktadir. Bu c¢alismada isbirlik¢i oyun teorisi ele
alinmaktadir.

Isbirlikei oyunlar oyuncularin olusturduklari
koalisyonlarla ilgilenmektedir. Isbirlik¢i oyun teorisi
koalisyonlar olusturuldugunda, kazan¢ ve kaybin

olmak tlzere iki kisma

oyuncular arasinda paylastirilmas: problemini ¢ézmeye

calismaktadir. Bu sorunun cevabi isbirlik¢i oyun
teorisindeki ¢6ziim kavramlar1 ile yanmitlanmistir.
isbirlikci oyun teorisindeki ¢éziim kavramlarindan

bazilar1 tek nokta ¢oziimleri olup bunlarin en kullanish
olani Shapley degeridir (Shapley, 1953).

gelmektedir.

Literatiirde konu ile ilgili aksiyomatik karakterizasyon
lizerine gesitli calismalar bulunmaktadir (Ekici vd., 2018;
Palanci vd., 2021; Ekici, 2023, Ekici, 2024).

Young (1985), verimlilik, simetri ve giicli monotonluk
ozelligini kullanarak; Chun (1991), stratejik denklik adin1
verdigi farkli bir aksiyom kullanarak; van den Brink
(2001), adalet ozelligini kullanarak; Casajus (2011),
diferansiyel marjinaliti 6zelligini kullanarak; Casajus
(2014), verimlilik ve toplamsallik sartini kullanmadan
Shapley degerini karakterize etmislerdir.

Verimlilik  aksiyomu,
toplaminin biiyiik koalisyonun 6demesine esit olmasi

oyuncularin  6demelerinin
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olarak tanimlanmaktadir. Null oyuncu aksiyomu, null
oyuncunun girdigi oyunda oyuna herhangi bir katki
vermedigi anlamina gelmektedir. Diferansiyel marjinaliti
aksiyomu, iki oyuncunun 6deme farkinin yalnizca onlarin
marjinal katkilarinin farki ile belirlendigini
gostermektedir. Bu makalede, oyun teorisinde denetimin
uygulanmasi amaciyla bu aksiyomlari kullanarak Shapley
degerini aksiyomatik olarak karakterize edilmistir.

Bu calismada, Kisim 2’de isbirlik¢i oyun teorisindeki
o6nemli kavramlar ve Shapley degerini aksiyomatik olarak
karakterize etmek i¢in kullanilan aksiyomlar verilmistir.
Kisim 3’te Shapley degerini aksiyomatik karakterize
etmek i¢in kullanilan énermeler ve ana teorem ispatlari
yer almaktadir. Son kisimda, makalenin sonuglari
yeniden hatirlatilmis ve gelecek ¢alismalarda ne
yapilacagina yer verilmistir.

2. Materyal ve Yontem

Bu boéliimde isbirlik¢i oyun teorisindeki bazi 6nemli
kavramlarindan bahsedecegiz (Tijs, 2003).

N ={1,2,...,n oyuncularin kimesi ve w: 2N 5 R
karakteristik fonksiyon olmak tizere, isbirlik¢i bir oyun
(N,w) ifadesi ile gosterilmektedir. N nin alt kiimelerin
olusan 2V kiimesi her alt kiimesi koalisyon olarak
isimlendirilmektedir. Tiim isbirlik¢i oyuncularin kiimesi
GV ile gosterilmektedir. Bu calismada, S koalisyonunun
eleman sayisi |S| yerine |s| ifadesi kullanilacaktir.

Simdi, tek nokta ¢6zlimlerinden biri olan Shapley
degerinin tanimi yeniden hatirlatilacaktir. Isbirlikci oyun
teorisinde tek nokta ¢éziimleri g : GV —» RY déniisiimii
ile gosterilmektedir.

Tamm: v € GV oyununun Shapley degeri,

®:GVN >RV

olmak tlizere (esitlik 1)

A, (S
o) = 2 €y

4 S
lES

seklinde tanimlanmaktadir. Burada, S c N i¢in

8y(8) = D (-1 w(T)

TcS
kar payr olarak isimlendirilir ve (Harsanyi, 1959)
tarafindan bulunmustur.
GV kiimesi bilinen toplama ve skalerle c¢arpma
islemlerine gore bir vektor uzayi olup bu vektdr uzayinin
bir tabani olan T € N i¢in uy oybirligi oyunu

1 , TcSise
ur($) = {0 , aksi halde

biciminde tanimlanmaktadir. Vw € GV oyunu

w = Z Ay, (Our

@#TCN

seklinde yazilabilir.

Simdi, tek nokta c¢ozilimleri icin bilinen bazi temel
aksiyomlardan bahsedilecektir.

Aksiyom 1 (Verimlilik): Her w € GV i¢cin

> g w) = w()
iEN

dir.

Her S c N i¢in
w(S) =w(S\{i})

ise i € N oyuncusuna w € GV oyununda bir null oyuncu
denir.
Aksiyom 2 (Kazang¢-kayip)

w(N) = v(N)
ve
giw) > g;(v)

olacak sekilde, her w, v € GV i¢in

g;(w) < g;()

olmasini saglayan en az bir j € N vardir.
Aksiyom 3 (Toplamsallik): Vw, v € G i¢in,
9w +v) = gi(w) + g:(v)

dur.

Aksiyom 4 (Null oyuncu ézelligi): Eger i € N, w € GV
oyunununda bir null oyuncu ise

giw) =0

dir.

Her S c N\{i,j}icin

w(Su{iP) =w(Suiih)

ise i,j € N oyuncularina simetrik oyuncular denir.
Aksiyom 5 (Simetri): Eger, i,j € N,w € G" oyunununda
simetrik oyuncular ise

giw) = gj(w)

Aksiyom 6 (Adalet): Eger, i,j € N, v € G oyunununda
simetrik oyuncular ise

giw +v) — gi(w) = gj(w +v) — g;(w)

dir (van den Brink, 2001).

3. Bulgular

Bu béliimde, ilk olarak Shapley degerinin aksiyomatik
karakterizasyonunda kullanilacak olan
ispatlari ile birlikte verilmistir.

Onermeler

Onerme 1: g : GV - RN ¢6ziimii simetri ve toplamsallik
aksiyomlarini saglarsa, adalet aksiyomunu da saglar.
Ispat: g:GY - RY ¢oziimii simetri ve toplamsallik
aksiyomlarini saglasin.

Egeri,j € N oyuncular1 v € GV de simetrik oyuncular ise,
vw € GV icin (esitlik 2)

giw +v) — gi(w) = gi(w) + g:(v) — g;(w)

=g,(v) = gj(v)

=g +g;w) —g;w)

= 9w +v) — g;(w) @

olup adalet aksiyomu saglanir.
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Onerme 2: g : GV > R" ¢éziimii null oyuncu ézelligi ve
adalet aksiyomunu saglarsa, simetri aksiyomunu da
saglar.

ispat: g : GY > RY ¢6ziimii null oyuncu bzelligi ve adalet
aksiyomunu saglasin. Her S € N olmak tizere wy(S) =0
olarak verilen wy € GV null oyunu icin, null oyuncu
ozelligi her i € N igin g;(vy) = 0 olmasini gerektirir. Eger
i,j €N oyunculart w € GV de simetrik oyuncular ise
adalet aksiyomu ve wy durumu dikkate alindiginda,

giw) = giwg +w) — g;(wp) = gj(wo + w) — g;(wo)
=gjw)

olup g ¢6ziimi simetri 6zelligini saglar.

Adalet aksiyomu ile diferansiyel marjinaliti aksiyomunun
esit oldugu ve birbiri yerine kullanilabildigini (Casajus,
2011) gostermistir. Bundan dolayi, Shapley degeri i¢in
aksiyomatik karakterizasyonda diferansiyel marjinaliti
aksiyomu yerine adalet aksiyomu kullanilacaktir. Simdi,
bu ¢alismanin ana teoremini ifade edelim.

Teorem: g:GY - RV kazang-kayip
aksiyomu, null oyuncu o6zelligi ve adalet aksiyomunu
saglamasi i¢in gerek ve yeter sart g ¢oziimiiniin Shapley
degerine esit olmasidir.

Ispat: Shapley degerinin kazanc¢-kayip aksiyomu ve null
oyuncu odzelligini sagladigi iyi bilinmektedir. Onerme
1’den, Shapley degeri toplamsallik
aksiyomlarini sagladigi icin adalet aksiyomunu da saglar.
Simdi g : GN¥ —» RN ¢éziimiiniin kazang-kayip aksiyomu,
null oyuncu ozelligi ve adalet aksiyomunu sagladigini
varsayalim.

Eger |[N| = 1 ise, null oyuncu 6zelliginden g = @ dir.
Simdi |[N| > 1 olsun. v € GV i¢in

¢Ozumunin

simetri ve

S;(v) : ={S € N|IS| > 1 ve A,(T) # 0} (3)

kiimesini tanimlayalim.
Herv € GN ve S € S;(v) igin,

vS = v — A (T) - (us — 15|t Z u{i}) (4)

i€s
bigciminde veriliyor.
Bu denklem, her i,j €S ve her i,j € N\S icin adalet
aksiyomunun saglandigini yani

giw+v%) - gi(w) = g;(wv +v°) — g;(w) (5)

olmasini gerektirir.

Simdi |S;(v)| Uzerinden tiimevarim yaparak g = @
oldugunu gosterecegiz.

Tiimevarim Esasi: Eger |S;(v)| =0 ise null oyuncu
ozelliginden g = @ dir.

|S;(v)] =1 yani |S;(v)] = {S} olmasi 1 € R\{0} ve A; €
R, k € N igin

v=/1-u5+z/1k-u{k}
ken

olmasini saglar. Béylece null oyuncu 6zelligi ve (2) den
heri € N\S i¢in

gi) = g:(v*) = &;(v) (6)

olur.
Bazi i € S i¢in g;(v) > ®;(v) olsun. Boylece null oyuncu
ozelligi ve (2) den

9i() > &;(v) = ;(v°) = g;(v5)

olur. v$(N) = v(N), kazang-kayip aksiyomu ve (6) dan
bazij € Si¢in

g;(w) < g;(w®)

olup (5) nolu esitlik ile celisir. Benzer sekilde i € S i¢in
gi(v) < ®;(v) olmasi da (5) nolu esitlik ile celisir.
Boylece her i € S i¢in g;(v) = ®;(v) olup (6) dan g(v) =
®(v) olur.

Tiimevarim Hipotezi: |S,(v)| = k + 1 > 1 olacak sekilde
v € GV i¢in g(v) = ®(v) oldugunu géstermektedir.
Tiimevartm Adimi: |S;(v)| = k+ 1> 1 olacak sekilde
v € GV olsun. (3) ve (4) den, |S;(v)| = |S;(v)| — 1 olur.
Timevarim hipotezi ve (2) den her S € S; (v) i¢in

g@%) = @(v°) = ¢(v) (7

elde edilir.
(5) ve (7) den, i,j€S veya i,j€ N\S olmak iizere
herhangi bir S € S; (v) olacak sekilde her i,j € N igin

9i(w) — @;(v) = g;(v) — &;(v) 8)

olur. Simdi, S € S;(v) nin olmadig1 i,j € N oyunculari ile
ilgilenilecektir.

Durum 1: Her SSN, S# 0, N\S# 0 igin S;(v) #
{S, N\S} olsun. Asagida verilen durumlardan biri saglanir.
(i) SN T = @ olacak sekilde birbirine esit olmayan S, T €
S (v) vardir.

(i) SUT # N olacak sekilde birbirine esit olmayan S,T €
S, (v) vardir.

Durum 1 (i): § # T olduguicin S\T # @ dir.i eSNT,j €

T\S, keT ve
1 € N\(SUT)olsun. (8) den,

gi(w) — @;(v) = g;(v) — ;(v) 9
=9i(W) — @;(v) = gx(v) — Pr(v) )
olur.

Durum 1 (ii): S # T oldugu icin S\T # @ dir. Le SNT,
jET\S, k € S\T ve
i € N\(SUT)olsun. (8) den,

gi(w) —@,(v) = g;(v) — ®;(v) (10
=gi(v) — ®;(v) = g (v) — P (v) )
olur.

Durum 2: SS N, S # @, N\S # 0 i¢in S;(v) = {S, N\S}
olsun. i €S ve j € N\S yi sabitleyelim. A, Ay\s € R\{0},
Ak € R, k € Nigin

U=/15'u5+/1N\5'uN\5+Zlk'u{k}
kEN

w =)ls'u5—}{N\5'uN\S+Zlk'u{k}
keEN

olacak sekilde w € GV oyunu verilsin.

S1w) = {S, (N\S\G}) v {13}
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ve
T 0 ((N\D\GY) v i} = (3}
olduguna dikkat edelim.
Adalet aksiyomunu kullanarak
9i(v) — g;(w) = gi(w) — g;(w)

= &;(w) — P;(w)

= &;(v) (1)
- @;(v)
oldugunu elde ederiz.
(8),(9), (10) ve (11) den heri,j € N igin
9i(w) —;(v) = g;(v) — ¥;(v) (12)

olur.
i € N i¢in g;(v) > ®;(v) oldugunu varsayalim. Buradan,

gi() > @;(v) = g;(v*)
olur. v$(N) = v(N) ve kazanc¢-kayip aksiyomundan,
g9;() < g: (W) = ®;(v)

olmasi (12) ile celisir. Benzer sekilde i € N i¢in g;(v) <
®;(v) olup (12) ile gelisir. Sonug olarak, g(v) = ®(v)
olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

4. Sonug¢

Bu makalede isbirlikgi oyun teorisinin en etkili
¢oziimlerinden bir olan Shapley degeri, baz1 aksiyomlar
kullanilarak karakterize edilmistir. Bu aksiyomlar;
kazang-kayip aksiyomu, null oyuncu o6zelligi ve adalet
aksiyomudur. Bu aksiyomlar ile kaynaklarin dagitiminda
ve karar alma asamalarinda esitlik, hakkaniyet ve adalet
prensipleri dikkate alinmakta ve denetimin amacina
ulasmas1 saglanmaktadir. Oyun teorisi kapsamindaki
etkin bir denetim sayesinde ise oyun teorisinin kontrol
mekanizmasi olusturulmakta ve sistemlerin etkinligi
artmaktadir. Gelecekteki ¢alismalarda ise, isbirlik¢i oyun
teorisindeki diger ¢6ziim kavramlari da aksiyomatik

olarak karakterize edilebilir.

Katki Orani Beyani
Yazarin katk: yiizdesi asagida verilmistir. Yazar makaleyi
incelemis ve onaylamistir.

M.S.0.
K 100
T 100
Y 100
VTI 100
VAY 100
KT 100
YZ 100
KI 100
GR 100

K= kavram, T= tasarim, Y= yonetim, VTI= veri toplama ve/veya
isleme, VAY= veri analizi ve/veya yorumlama, KT= kaynak
tarama, YZ= Yazim, Kl= kritik inceleme, GR= gonderim ve
revizyon.

Catisma Beyani
Yazar bu ¢alismada higbir cikar iliskisi olmadigin1 beyan

etmektedir.

Etik Onay Beyam

Bu arastirmada hayvanlar ve insanlar iizerinde herhangi
bir c¢alisma yapilmadigi icin etik kurul onay1
alinmamustir.
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