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OZET

Sonlu elemanlar yontemi karmasik miihendislik problemlerinin ¢ézlimiine ayrica,tip
ve dis hekimligi basta olmak tizere birgok alanlarda miihendislik yaklasimlarina sonug
arayan sayisal bir metoddur. Bu derlemede sonlu elemanlar ydnteminin tarihgesi,
yontemin yapist ve mantifl, avantaj ve dezavantajlari, gerilme analizi ig¢in
uygulanmasi genis bir literatiir 6zeti ile sunulmaya ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler :Sonlu elemanlar yontemi, gerilme analizi, makine
miihendisligi.

GENERAL INFORMATION ABOUT FINITE ELEMENT METHOD

ABSTRACT

Finite element method is a numerical technique utilized in the solutions of complex
engineering problems and engineering approaches in many areas, mainly in medical
sciences. In this article, the history of the finite element method, the idea and the
structure of this method, advantages and the disadvantages and application to the
stress analysis are presented by an extensive literature review.

Key Words: Finite element method, stress analysis, mechanical engineering

1.GIRIS

Sonlu elemanlar yontemi "pargadan biitiine gitme" genel prensibine dayanmaktadir.
Sonlu eleman; iki veya ii¢ boyutlu yapilarin bir pargasi veya bir bolgesidir. Bu
yontemin ilk ve en genis uygulama alani "gerilme analizi"dir. Sonralar 1s1 analizi,
akigkan analizi, piezoelektrik analizi, elektrik analizi vb. alanlarda da kullanilmigtir

[1].

Bu yontem ilk olarak 1950 yilinda uzay miihendisliginde kullanilmaya baslanmustir.
Ik kullanicilar Boeing, Bell Aerospace ve Rolls Royce firmalar1 olmustur. Yontemin
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ana fikrini olusturan ilk makale 1956 yilinda Turner ve arkadaslari tarafindan
yayinlanmistir. Teknolojinin ilerlemesine paralel olarak 1970’lerde olgun hale gelen
yontem glniimiizde makine, elektrik, ucak, insaat, hidrodinamik, atom gibi ¢esitli
mithendislik alanlarinin yami sira, tipta ortopedi, kalp ve damar cerrahisi, estetik
cerrahi dallarinda da kullanilmaktadir [2].

Dis hekimliginde sonlu elemanlar gerilme analizi ile ilgili yapilan ilk calisma Ledley
and Huang'in (1968) yaptiklar1 arastirmadir. Bu calismada, matematik modeli elde
edilmis bir dige cesitli yonlerde kuvvetler uygulanmig ve bu kuvvetlerin disi
destekleyen kemik dokusunda meydana getirdikleri gerilmeler degerlendirilmistir [3].
Yontemin bugiinkii anlamiyla dis hekimliginde uygulanmasi ise [4]; 1970’li yillarda
Farah ve arkadaslarinin (1974) yaptiklar1 aragtirma ile baglamig, son 20 yildir da
implant, tedavi ve protez alanlarinda da kullanilmistir.

Sonlu elemanlar gerilme analizinde gergek geometrik cismin, tam olarak formiile
edilmesinin gii¢ligii nedeniyle, bilgisayarda hesaplanmasi kolay olan elemanlardan
olusturulmaktadir. Daha sonra bilinen biitiin fizik kurallar1 daha basit geometriye sahip
olan bu kiiciik elemanlarin her birine uygulanmaktadir. Biitiin cismin elemanlara
boliinebilmesi i¢in bir ag yapisina ihtiyag duyulmaktadir. Cismin boyutuna ve
geometrisine uygun olarak secilmis elemanlara boliinmiis haline sayisal model
denilmektedir. Sayisal modeli olusturan elemanlarin birbirlerine temas ettigi
yiizeylerde diigiim noktalari olusturulmaktadir. Miimkiin oldugunca ¢ok sayida
eleman kullanmak,kuvvet dagiliminin daha duyarh 6lgiilebilmesi agisindan 6nemlidir.
Belirli bir baglangi¢c noktasina goére tiim diiglimlerin x, y, z eksenleri {istiindeki
koordinatlar1 saptanarak bilgisayara aktarilmaktadir. Ayrica, geometrik sekli olusturan
tiim elemanlarin malzeme 6zelliklerini belirleyen, poisson orani ve elastisite modiilii
degerleri bilgisayar programina tanitilmaktadir. Olusturulan matematik modelde,
diigiim noktalarina disaridan en basit dis etken ve sinir sartlarinin uygulanmasiyla
meydana gelen degisiklik durumlari igin matrisler olusmakta, bu matrisler bilgisayar
yardimiyla ¢o6ziilmektedir. Bu yolla her bir elemandaki ve dolayisiyla elemanlarin
olusturduklari cismin tamamindaki gerilme ve sekil degistirmeler elde edilmektedir

[5-71.[1], [2].

Sonlu elemanlar gerilme analizi uygulanacak olan deney parcasinin {i¢ boyutlu kati
modelinin olusturulmasi i¢in bilgisayarli tomografi (BT) ve manyetik rezonans (MR)
yardimiyla elde edilen goriintii bilgileri, 2 veya 3 boyutlu olarak bilgisayar ortamina
aktarilmakta ve ag yapis1 olusturulmaktadir. Son yillarda, dijital goriintii tekniklerinin
gelismesiyle daha dogru anatomik modeller elde edilebilmektedir [8].

Sonlu elemanlar gerilme analizi ile problemlerin ¢6ziilmesi i¢in bilgisayara verilmesi
gerekli olan bilgiler sunlardir [7], [1].

o Cismin geometrik modeli

¢ Elemanlarin poisson orani ve elastisite modiilii degerleri
¢ Basglangig, sinir ve yiikleme kosullari

e Yapilacak olan analizin tipi
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Sonlu elemanlar yonteminde kullanilan yazilimlardan birisi ANSYS
programidir. Bu program model lizerinde analiz yapilirken, en yliksek von
Mises gerilmesinin elde edilmesine izin verdigi gibi, gerilmelerin
yogunlasmasini, bulundugu yerleri ve sebep oldugu yer degisikliklerinin
grafiksel olarak gosterilmesini de saglamaktadir.

Dolgu malzemesi - dis sisteminin karmagik geometrisi diisiiniildiigiinde mithendislik
dalindan dis hekimligi biyomekanigine adapte edilen sonlu elemanlar yontemi,
gerilme analizi problemlerinin ¢6ziimiinde en uygun yontem olarak goriinmektedir [8].

Coziilmesi uzun zaman alan karmasik problemlerin daha basit ve kisa zamanda
¢oziilmesi i¢in bu problemlere es deger, ancak daha basit hale getirilmis problemlerin
¢cOziimiine gidilmesi sonlu elemanlar ydnteminin temelindeki fikirdir. Genellikle,
basitlestirmeye gidilmesi sonucunda dogru sonu¢ yerine yaklasik bir sonug
bulunmaktadir. Giinlimiizde, sonlu elemanlar yonteminin bilgisayarlarda uygulanmasi
sonucunda hemen her problemin istenilen Olciiler arasinda yaklasik sonuglar1 elde
edilmektedir.

Sonlu elemanlar yonteminde, ¢oziim bolgesi ¢ok sayida sonlu ve birbirine bagh
elemanlardan olugmaktadir. Coziime gidilirken, sonlu elemanlarin hepsinde ¢esitli
teoriler kullanilarak, sinir kosul ve denge denklemlerinin tanimlanmasiyla yaklasik
sonuglar bulunmaktadir.

Elastik ve siirekli ortamlara sonlu elemanlar yonteminin uygulanmasinda yapinin
parcalara ayrilmasi, uygun bir interpolasyon se¢imi, direngenlik matrisinin [K] ve yiik
vektorlerinin, eleman denklemlerinin birlestirilmesiyle toplam denge denklemlerinin
elde edilmesi, bilinmeyen digiimsel yer degisimleri i¢in ¢6ziim ydntemlerinin
kullanilmasi ve sonuglarin bulunmasi adimlar1 uygulanir [9].

2. SONLU ELEMANLAR YONTEMINDE KARSILASILAN PROBLEM
TIiPLERI

Sonlu elemanlar yontemi eleman tipleri;1 boyutlu problemler (Sekil 1),

1 2 3 — Sonlu El. No

1 2 3 4 — NodNo

Sekil 1.1 boyutlu problem eleman tipi.

2 boyutlu diizlemsel problemler (Sekil 2),
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Sekil 2.2 boyutlu problem eleman tipi.

ve 3 boyutlu kat1 eleman problemleridir (Sekil 3).

DiUgum
Noktasi
(NOD)

s \ L
i 4 4
5 ) )
N 4 4
A . \
s L L

Sekil 3.3 boyutlu problem eleman tipi.

Analizi yapilacak bir parcada dogru sonuglar alinabilmesi i¢in en uygun bir sekilde
sonlu elemanlara boliinmelidir. Sonlu elemanlara bélme isleminde siirekli ortamin
boyutuna ve parganin geometrisine en uygun elemanin sekli segilmelidir. Sonlu
elemanlar probleme gore bir, iki veya ti¢ boyutlu olabilirler. Genelde, sonlu elemanin
sinirlart diizgilin olarak secilebilir ya da bazi durumlarda egri sinirli elemanlarin da
kullanilmasi gerekebilir [10].

Bir boyutlu bir sonlu eleman (Sekil 4);

Ddiglm Dugum Duglm

@ @ ©

el

Sekil 4.1 boyutlu sonlu eleman.

Birgok problem yaklasik olarak iki boyutlu sonlu elemanlarla ¢oziilebilir. iki boyutlu
eleman tipleri arasinda en basiti tiggen tipi sonlu elemanidir (Sekil 5).
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Sekil 5. 2 boyutlu sonlu eleman.

3. SONLU ELEMANLAR YONTEMINDE ELEMAN TiPLERI

Asagida bazi eleman tipleri ve bunlarin kullanilabilecegi miihendislik problemleri
hakkinda bilgi verilmektedir.

3.1. Ug boyutlu kiris eleman1

3D kiris eleman1 genel amagl bir sonlu eleman tipi olup 3 boyutlu islemi yapabilme
Ozelligine sahiptir. Bu eleman tipi ayni zamanda uzay kiris elemani olarak da
adlandirilmaktadir. Eleman uzayda iki adet nod ile tarif edilmektedir. Ugiincii bir nod
ise serbestlik derecesine haiz olmayan ve eleman koordinat sistemini tarif etmek
amaciyla kullanilmaktadir. Elemanin iki ucunu tespit eden iki adet nod i¢in 12 adet
serbestlik derecesi mevcuttur. Her bir nod 3 adet Oteleme ve 3 adet donme
serbestligine sahiptir [11]. Eleman herhangibir dogrultuda gelen kuvvet ve herhangibir
eksen etrafinda donme zorlamasina direng gosterecek 6zellige sahiptir. Elemani tarif
etmek i¢in nodlarin koordinatina, elastisite modiiliine (E), kayma modiiliine (G), kesit
alanina, kesit atalet momenti degerlerine, burulma sabitine (J) ve kiris eksenine dik
dogrultudaki deformasyon faktorlerine ihtiyag¢ vardir.

3.2. Sabit gerilmeli iicgen eleman (SGU)

SGU elemani sabit kalinligi olan, ii¢c nod noktasini birlestiren ve toplam alt1 serbestlik
derecesi ile tarif edilen bir elemandir. Eleman yer degistirme alan1 asagidaki gibi tarif
edilmektedir (Sekil 6).

u=al+a2x + a3y
v=2a4+ab+ary
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uz

A

Sekil 6.Sonlu eleman yer degistirme alan1 bagintisi.

Yukaridaki yer degistirme bagintilarindan goriildiigii gibi yer degistirme alani, eleman
icinde ve kenarlar boyunca lineerdir. Eleman sinirlart iginde ise gerilme degerleri
sabittir. Birbirine bagli elemanlar arasinda yer degistirme uyumlulugu, bagli iki nod
noktast arasindaki lineer kenar deformasyon (birim sekil degistirme) karakteristigi
dolayisiyla saglanmaktadir. Yapinin biitiin olarak kuvvet dengesi ise nod noktalarinda
saglanir [12], [9].

SGU elemani sonlu eleman modellerinde kiigiik gerilme gradyeni karakteristigine
sahip bolgelerde iyi sonug verecektir. Diger durumlarda SGU elemaninin kullanilmasi
iyi sonu¢ vermeyecektir. Ornegin sadece egilmeye maruz bir yapiy1 SGU
elemanlariyla modellemek gercek problem ile uyumsuz sonuglar verecektir. SGU
elemanlarinin bu olumsuzluklari, daha sik bir eleman ag yapisiyla kismen giderilebilir.

3.3. Lineer gerilmeli iicgen eleman (LGU)

LGU elemanlar1 SGU tip elemanlarmn aksine, kose noktalarina ilaveten kenar orta
noktalarinda birer adet daha nod noktasina sahiptir. Boylece her bir LGU eleman1 6
adet nod noktasina ve toplam olarak 12 nod serbestlik derecesine sahiptir. SGU
elemaninin aksine gerilme biiyiikliigii LGU elemani igerisinde x ve y koordinatlari ile
lineer olarak degismektedir. Sadece egilmeye maruz yapilar i¢in LGU elemanlariyla
yapilan modellemelerde, deplasman (yer degistirme) ve gerilme alanlari i¢in ¢ok iyi
yaklagimlar elde edilecekdir [12], [9].

3.3. Cifte lineer dortgen eleman

2 boyutlu problemler igin diger bir tip eleman, ¢ifte lineer dortgen elemanlardir.
Eleman koselerinde dort adet nod yer almaktadir ve eleman sekiz nodal serbestlik
derecesine sahiptir. Diger yandan 8 nodlu eleman tipi i¢in ise kenarlarin orta
noktalarinda dort adet nod vardir. Dort nodlu eleman igin deplasman (yer degistirme)
alan1 asagidaki bagintilarda verilmistir (Sekil 7).
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u=al+a2x+aldy+asdxy
v=a5+abx+ary+adxy

Sekil 7.4 nodlu sonlu eleman deplasman alani bagntisi.

Burada elemanin ¢ifte lineer diye isimlendirilmesi u ve v deplasman (yer degistirme)
bagintilarimin iki lineer polinomun g¢arpimindan olusmasindan dolayidir (Sekil 8),

[12], [9].

W
(or Axial) (Triangular Option -

not recommended)

¥ (or Radial)

Sekil 8.Cifte lineer dortgen eleman deplasman alani.

3.4. Kabuk elemanlar

Bir genel kabuk eleman membran ve egilme etkisini ayn1 anda temsil edebilmelidir.
Ornegin dort nodlu basit bir dortgen eleman tarif edilebilir. Eleman: tarif eden tiim
nodlar ayn1 diizlem {izerinde olmayabilir. Bu da elemanda carpilmaya neden olur.
Elemanin garpilmasi performansini olumsuz yonde etkiler. Ticari paket programlarda
kiiciik miktarlarda carpilmaya miisaade edilmektedir. Bu dort nodlu elemanin en
biiyiik avantaji formiilasyonunun basit olmasidir. Genellikle az sayida daha karisik bir
eleman tipi kullanilmasi yerine daha fazla sayida basit bir eleman tipi kullanilmasi
tavsiye edilmektedir. Dort kabuk elemanin en biiyiilk dezavantaji diizgiin egrisel
yiizeylerin diizlem elemanlarla veya az miktarda ¢arpilmis sekle sahip olan elemanla
temsil edilmesidir. Kabuk teorisine dayanarak elde edilen egrisel yiizeyli elemanlar
diizlemsel elemanlarin yaratmis oldugu problemleri ortadan kaldirmaktadir. Fakat
diger yandan beraberinde baska zorluklar1 getirmektedir. Egrisel eleman tarif etmek
icin ¢cok daha fazla geometrik bilgiye ihtiyacimiz olmaktadir. Elemanin formiilasyonu
ise diizlemsel elemanlara nazaran ¢ok daha zordur [12], [9].

3.5. Dort nodlu ve dort kenarh elastik kabuk eleman

Cogu ticari programda yer alan bu eleman tipi egilme ve membran yiklerini
tasiyabilme Ozelligine sahiptir. Eleman diizlemi i¢inde ve diizlemine dik dogrultudaki
yiiklemelere miisaade eder. Her nod, ii¢ tanesi X, y, z dogrultusunda Gteleme ve li¢
tanesi de bu eksenler etrafinda donme serbestligi olmak iizere alt1 adet serbestlik
derecesine sahiptir. Eleman dort nod ile tarif edilmekte ve degisken kalinliga miisaade
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edilebilmektedir. Degisken kalinlikli elemanlar i¢in kalinlik eleman igerisinde diizgiin
olarak degismelidir. Bu eleman tipi plaklarin oldugu kadar diizgiin egrisel yiizeylerin
modellenmesinde de kullanilmaktadir (Sekil 9). Egrisel yiizeylerde iyi bir yaklasim
elde edebilmek icin fazla sayida bu elemandan kullanilmalidir. Formiilasyonunun basit
olmasi nedeniyle diger tip elemanlara gore daha avantajlidir.

Sekil 9.4 nodlu ve 4 kenarl elastik kabuk eleman.

Sonlu elemanlar modelinde aktif olmayan serbestlik dereceleri ¢6zliim isleminden 6nce
sinirlandirtlmalidir. Bu sinirlandirilmasi gereken serbestlik derecesi modelin sinirda
veya baska bir bolgesinde olabilir. Ornegin diizlem elemanlar nodlarda diizlem iginde
iki dogrultudaki otelemeye karsi direng gosterirler. Fakat genel amacgli bir sonlu
elemanlar programi her bir noda {igii 6teleme ve diger {i¢li de donme olmak tiizere alt1
serbestlik derecesi atayacaktir. Direngenlikmatrisinde [K], tekillikleri 6nlemek
amaciyla diizlem elemanlar i¢in her noddaki ii¢ donme serbestligi ve eleman
diizlemine dik dogrultudaki Gteleme serbestligi kisitlanmalidir. Ciinkii segilen eleman
tipi bu serbestlik dereceleri i¢in direng gdsteremeyeceginden, direngenlik matrisinde
[K] tekillikler olusacak, bu da denklemlerin ¢oziimiinii zorlastiracak veya imkansiz
hale getirecektir. Dogru bir modelleme i¢in diizlem elemanlarin her bir nodu igin ii¢
serbestlik derecesi atanir. Sinir kosullari i¢in ise yine sinirda yer alan nodlar i¢in bu
serbestlik derecelerinden bazilarinin kisitlanmasi gerekebilir [12], [9].

Bazi durumlarda gergek problem i¢in sinir kosullari net olarak anlasilir olmayabilir.
Boyle durumlar i¢in ¢dziimiin {ist ve alt sinirlarini iki ayr1 analizle saptamak fiziksel
olarak daha anlamli olabilir. Ornegin iki ucundan mesnetlenmis {iniform yiiklii bir
kirisin uclari donmeye belli olmayan bir dereceye kadar kisitlanmis olabilir. Boyle bir
durum igin kirigin uglar1 bir ¢6ziim i¢in basit mesnetli olarak kabul edilir, diger bir
analiz iginse tamamiyla tespit edilmis olarak kabul edilerek problem ¢oziiliir: Iki
analizden elde edilen degerler aslinda gercek problem icin alt ve iist sinirlari
gostermektedir.

Ayrica sonlu elemanlar yoOntemi analizinde, hesaplamalar nodlar iizerinde
gerceklestirilirken, bu nodlarin iizerindeki denklemler olusturulur. Problemin
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biiyiikliigline gore binlerce denklem elde edilir. Bu denklem takiminin ¢oziimii ise
bilgisayar ile miimkiin olmaktadir. Hesaplama sonucunda bulunan degerler sonugta
nodlar {izerinde bulunan degerlerdir. Bu nedenle iyi bir hesaplama i¢in dncelikle iyi
bir element yapisi ve ona bagli olarak nod yapisi 6nem arzeder.

En temel sekliyle sonlu elemalar yonteminde sistem temel olarak asagidaki matris
formuna doniistiriilir ( [K] . [D] = [R] ). Burada; [D] biiyiikliik alaninin nodlardaki
bilinmeyen degerlerini temsil eden vektor (vektor matrisleri siitun seklindedir), [R]
bilinen yiik vektorii ve [K] ise bilinen sabitler matrisidir. Daha basite indirgersek R
sinir sartlarini (disaridan etkiyen yiikler gibi), K sistemin yapisin1 (kati, akigskan, gaz
vb Ozellikleri) ve D ise aranan nodlar iizerindeki degerlerdir (gerilme, kuvvet vb).
Buradan anlagilacagi iizere; D matrisinin bulunabilmesi i¢in sistemi temsil eden
biiyiikliiklerin (K matrisi) verilmesi gerekir ayrica disaridan etkiyen sinir sartlarininda
(R matrisi) bilinmesi gerekmektedir. Sonlu elemanlar modelinin olusturulabilmesi i¢in
oncelikle geometrik modeli olusturmak gerekir. Ardindan mesh islemi ile eleman ve
node (diiglim noktalari) olusturulur [12], [9].Modellerdeki eleman ve diigiim noktalari
gosterilmistir (Sekil 10).

Sekil 10.Modelde diigiim noktas1 ve eleman gosterimi [13].

4. SONLU ELEMANLAR YONTEMINIiN AVANTAJ VE DEZAVANTAJLARI

Sonlu elemanlar yonteminin avantajlar1 genel olarak;

a) Dislince esnekligi saglar. Mihendislik ya da matematik agidan ele alinabilir.

b) Uygulamada verimlidir ve elde edilen sonuglarin hassasligi kontrol edilebilir.

c) Sonlu elemanlar yontemi belirli sartlar i¢in kullanilabilen bir yontem degildir.
Ortam geometrisinin diizensiz ve heterojen olusu bu ydntem icin bir engel
degildir ve ¢esitli tipteki sinir sartlarinin probleme dahil edilmesine imkan
verir [14]. Biitiin niimerik analiz yontemleri gibi sonlu elemanlar yontemi de
bilgisayar kullanimi1 gerektirmektedir. Bilgisayarm temini ve kullanilmasi i¢in
bir maliyet gerekmesi sonlu elemanlar yonteminin ekonomik dezavantajidir.
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Sonlu elemanlar yonteminin dezavantajlari ise;

a) Sonlu elemanlar yontemi kullanilan esas teori kadar dogrudur. Malzemenin
fiziksel verilerinin ve eleman verilerinin temininde ve bilgisayara
yiiklenmesinde yapilan hatalar sonuca olumsuz yonde etki edecektir.

b) Daha kesin sonuglar, daha kiigiik eleman boyutlar ile elde edilecektir. Eleman
boyutlarin kiigiilmesi ise daha biiylik bilgisayar hafizas1 gerektirir. Buna
gore bilgisayar hafizasinin sinirli olusu ¢6ziimiin hassasiyetine bir snirlama
getirecektir[14].

5. SONLU ELEMANLAR YONTEMININ FAYDALARI

Ornegin, gercek hayatta bir bisiklet tasarlarken iiretilecek bisikletlerin her biri igin
prototip modeller imal edip testlerinin yapilmas1 gerekir. Tasarimda yapilacak her bir
degisiklikte de tiimtestlerin tekrar edilmesi gerekir. Bu da maliyet,is¢ilik ve zaman
demektir. Oysaki bilgisayarda tek bir sonlu eleman modeliyle istediginiz kadar test
yapabilirsiniz, boylece maliyet, iscilik ve zamandan tasarruf edilecektir. Belki burada
bisiklet 6rnegi basit bir 6rnek ve ekonomik olmayabilir fakat bu tiir programlar daha
cok otomotiv sanayi,ucak/uzay sanayi, savunma sanayi, makine sanayi gibi kompleks
ve maliyeti oldukca yiiksek makineler {ireten sanayilerdekaginilmaz olarak
kullanilmaktadir. Ciinkii bir ucagin iiretim maliyetini ve bunun test maliyetini
diisiindigiinlizde, butestlerin bilgisayar ortamnda yapilmasinin avantajlari saymakla
bitmez [15].

6. SONUCLAR

Sonlu elemanlar yontemi giiniimiizdeki bilimsel ilerlemeler ve teknolojideki bu bas
dondiiriici gelismelerin sonucu olarak imalat asamasinda ¢ok gerekli ve faydal
olacaktir. Tasarim ve imalat sathalarinda bize istedigimiz kadar deneme yapma sansi
sunarak maliyet, iscilik ve zaman tasarrufu yapilmasim saglayacaktir. Ulkemizde,
sonlu elemanlar yontemi ve uygulayici bilgisayar programlarimi konu alan Tirkge
eserler fazla bulunmamaktadir. Sonlu elemanlar yontemi ile ilgili bu ¢calismamiz bir
nebze olsun bu konudaki farkindaligi arttirmak ve yeni eserlerin ortaya ¢ikmasinda bir
katki saglamak amaci ile olusturulmustur.
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