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Oz

Bu ¢alismada, yart sonsuz aralik tizerinde taniml iigtincii mertebeden ti¢ noktalr integral
kosullu, n€(0,00) sabit ve g:(0,00) xR3 — R Nagumo kosullarini saglayan bir fonksiyon
olmak tizere

9" +r()g(t,9(),9'(),9"(t)) =0, t€ (0,),
00 = [ 8e)ds O =4 9@ =lm"©) =B
0

sur deger probleminin simirl veya sinirli olmayan ¢éziimlerinin varligi ispatlanmistir.
Schduder sabit nokta teoremi ve alt ve tist ¢oziimler yontemi uygulanarak istenilen sonuca
ulasilmistir. Problemimizde uygun ve yeterli kosullar belirlenerek problemin en az bir
¢coziimiintin varligi gosterilmistir. Yar: sonsuz aralik tizerinde ¢alisilmasi zor oldugundan
vari sonsuz aralik iizerinde integral kosullu bu ¢alisma bu konuda yapilacak ¢alismalar
icin litaratiire katki saglamis olacaktir. Ayrica, bu simir deger probleminin ¢éziimleri
smrsiz olabilir.

Anahtar kelimeler: Alt ve iist ¢oziimler, Nagumo kosulu, Schduder sabit nokta teoremi,
yari sonsuz aralik.
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Existence of solutions for a third-order boundary value problem
with integral boundary conditions

Abstract

In this study, the existence of bounded or unbounded solutions for the following third
order three-point integral conditional boundary value problem on a half line

9" +r(®g(6,9(),9'(),9"()) =0, t € (0,),
9(0) = fnﬂ(s)ds, 0'0)=4, 9"(w) = lim0"(t) = B

where n€(0,0) fixed and g:(0,00) x R® — R satisfies Nagumo's condition is proved. The
expected result is obtained by applying Schduder’s fixed point theorem and the lower and
upper solutions method. The existence of at least one solution of the problem has been
shown by determining suitable and sufficient conditions in our problem. Since it is
difficult to work on the semi-infinite interval, this study with integral conditions on the
semi-infinite interval will contribute to the literature for studies on this subject. Also, the
solutions to this boundary value problem can be unbounded.

Keywords: Lower and upper solutions, Nagumo's condition, Schéiuder’s fixed point
theorem, infinite interval.

1. Giris

Sinir deger problemlerine fizik ve miihendislikte sik¢a rastlanir. Laplace denklemi
kullanilarak elektrik potansiyelinin bulunmasi, dalga denklemi ile bir sistemin normal
modlarinin hesaplanmasi ve 1s1 denklemi ile bir ¢ubukta 1sinin dagiliminin ¢6ziilmesi
ornek verilebilir [1]. Giiniimiizde de miihendislik alani, kontrol teorisi ve optimizasyonu,
akigskanlar mekaniginin sinir tabakasi, aero-elastisite, sandvi¢ 1s1n analizi ve 1$1n sapma
teorisi, elektromanyetik dalgalar, ince film ve sikistirilamaz akigkanlar teorisi gibi bircok
uygulamada agik¢a kendini géstermektedir [2,20].

Ikinci ve iigiincii mertebeden siir deger problemleri gecmis yillarda birgok matematikci
tarafindan calistlmistir. 1937 yilinda M. Nagumo ¢aligmasinda Nagumo kosulundan
bahsetmistir [3]. Bu ¢alismada, daha 6nce G. S Dragoni’nin de lizerinde calistig1 [4],

u'" = f(t,uu'), ula)=4, ub)=B
Dirichlet sinir deger probleminin en az bir ¢éziimii oldugu ispatlanmistir. Nagumo’nun
kosulu genel ve basit olmasindan dolay1 basarili olmustur.

Ucgiincii mertebeden sinir deger problemleri ile ilgili calismalar siklikla 1970°1i yillarda
karsimiza ¢ikmaktadir. 1971 yilinda L. Jackson ve K. Schrader [5],

y' =y yhy")
esitligi i¢cin asagidaki varsayimlari kabul etmistir:

A) (a,b) agik araliginda f (x,y,y’,y'") strekli
B) a < x; < x, < x3 < b ve herhangi bir y;, y,, y3 € Rigin
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y"'=fly.y.y")

y(x) =y1, y(x2) = vz y(x3) =3

tiglincli mertebeden ti¢ noktali sinir deger probleminin bir ¢oziimi vardir ve [xq, x3]
kapali araliginda tek oldugu gosterilmistir.

Integral sinir kosullu smir deger problemleri zor ve ayni zamanda énemli bir yere sahiptir.
Ozel durumlar olarak iki, ii¢, ¢cok noktali ve yerel olmayan sinir deger problemlerini
igerirler.

2009 yilinda A. Boucherif [6], f:[0,1] X R® — R, hy,h;: R? — R
y"'(@®) = f(t,y(©),y'[©,y"®), 0<t<1
y(0)=0

y'(0) = ay"(0) = [ hy(¥(s),y'(s))ds

') +by" () = [ ha(y(5),¥'())ds
iclincli mertebeden dogrusal olmayan integral kosullu sinir deger problemi iizerinde
calismistir. Fonksiyonlar i¢in gerekli ve yeterli kosullar saglanarak problemin en az bir
¢Oziimiinlin var oldugu gosterilmistir. Koniler iizerinde iyi tanimlanmis sabit nokta
teoreminden yararlanilmigtir.

Literatiirdeki ¢aligmalarin ¢cogu sonlu aralik tizerinde yapilmistir. Bu konuyla ilgili en son
caligmalar [0, 00) yar1 sonsuz aralig1 {izerindeki sinir deger problemleri iizerine devam
etmistir. Yapilan tim c¢alismalarda siirli ya da sinirhi olmayan ¢oziimlerin varligin
belirlemek icin ya bazi sabit nokta teoremleri ya da monoton iteratif teknikler
kullanilmistir [7-14,21].

Ikinci, {iciincii ve daha yiiksek mertebeden simir deger problemlerinin varhig: ile ilgili
temel yontemlerden birisi de alt ve iist ¢ozlimler teorisidir. Lineer olmayan problemlerin
¢Oziimlerinin varhi§ini ispatlamada etkili bir yontem oldugu bilinen alt ve {list ¢oziim
yontemleri, son yillarda da iki noktali ve ¢oklu noktali sinir deger problemleri ikinci ve
yuksek mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in 6nem kazanmustir [15].

Ardisik yaklagimlarin kullanilmasi, alt ve iist ¢6ziimlerin varliginin arastirilmasi fikrini
One siirmiistiir. 1893 yilinin baslarinda Picard [16], ikinci mertebeden

u" + f(t,bu) =0, u(a) =0, u(b) =0 (1.1)
sinir deger probleminin ¢oziimlerini aragtirmistir. u = 0 fonksiyonunu bir ¢éziim ve
f(t,.) fonksiyonunu artan kabul ederek monoton ardisik yaklagimlarin dizisini
olusturmustur. Yani, (a, b) arali@1 izerinde ay(t) > 0 olmak iizere, ardigik yaklagimin
monoton dizisi (a,),

g <a; Sa, <..

(1.1) denkleminin ¢6ziimii olan u fonksiyonuna yakinsamaktadir.

2018 yilinda A > 0, 0 < Ap < 1 ve f:[0,0) x R? — R olmak iizere,

u" (%) + g f (x, u(x), w'(x)) =0, x € (0, )
n

u(0) = /1[ u(s)ds, u'(0)=0C,
0
Nagumo kosulunu saglayan yar1 sonsuz aralik {izerinde ikinci mertebeden ii¢ noktali

integral kosullu sinir deger problemi, U. Akcan ve E. Cetin tarafindan ¢alisilmistir [17].
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Bu ¢alismada Akcan ve Cetin ele aldiklar1 problemin sinirli olmayan ¢6ziimlerinin varligi
alt ve iist ¢oziimlerini ve Schauder sabit nokta teoremini kullanarak gostermislerdir.
Yine yar1 sonsuz aralik iizerinde {igiincli mertebeden ti¢ noktali,

x"'(6) + qO)f(t,x(@),x'(£),x"()) =0, ¢t € (0,0)

x'(0)=4, x(n) =B, x"(xo)=C(,

sinir deger problemi E. Cetin ve R.P.Agarwal tarafindan 2015 yilinda ¢alisilmistir [7].
Bu calismada ele alinan problemin en az bir ve en az ii¢ ¢dziimiiniin var oldugunu
gostermek i¢in Schiuder sabit nokta teoremi ve alt ve iist c¢oziimler metoduna
basvurulmustur.

Gortiyoruz ki alt ve iist ¢ozlimler olarak adlandirilan a ve 8 fonksiyonlar1 giinlimiizde
Oonemli bir role sahiptir. Arastirmacilar bu yaklagimlar yardimiyla alt ve {ist ¢6ziim
yontemlerini gelistirmislerdir.

Bu calismada 1 € (0, ) sabit ve 7: (0,0) — (0,%), g:(0,0) x R¥ — R siirekli
olmak {izere yar1 sonsuz aralik {izerinde tanimli ii¢ noktali integral sinir kosullu ti¢lincii
mertebeden

9"(@®) +r(®)g(t,9(),9'(1),9" (1)) =0, t € (0, )
(1.2)

9(0) =fn19(s)ds, 90 =4,  9"(e0) = lim9"(t) = B
0

sinir deger problemi ele alindi. Calismamizda amacimiz ele aldigimiz (1.2) probleminin
alt ve iist ¢ozlimlerini kullanarak problemin ¢dzlimlerinin varligini garantilemek icin
uygun ve yeterli kosullar belirlemektir.

Sinirli bir aralik iizerinde yapilan c¢aligmalarda Arzela-Ascoli teoremi kullanilarak
tanimlanan operatoriin kompakt oldugunun gosterilmesi kolay iken yar1 sonsuz aralik
izerinde ¢aligmada tanimlanan operatoriin siirekli ve kompakt oldugunun gosterilmesi
oldukca zordur [20]. Bunun i¢in genellestirilmis Arzela-Ascoli teoremi kullanilir. Ayni
zamanda problemimizin bir kosulu integral kosulludur. Bu tiir integral kosullu yar1 sonsuz
aralik iizerindeki calismalar kisithidir. Integralli sinir kosullar1 daha ¢ok fizikte elektrik ile
ilgili olaylarin modellemesinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu yiizden ¢aligmamiz bu konuda
yapilacak calismalar i¢in literatiire katki saglamis olacaktir. Bu ¢alismadaki sinir deger
probleminin ¢dziimleri sinirli olmak zorunda degildir.

Simdi sabit nokta teoremini uygulayacagimiz Banach uzayimi belirleyelim.

X = {19 € C2[0,0) : lim RON lim v ve lim 9" (t) Var}
> .t—>001+t2’ too]l + ¢t t—oo
X kiimesi,
[19]l, = sup M [191]2 = sup v (t)l, 119l = sup [9"(D)]
tef0,0) 1 + t2 tef00) 1+t te[0,0)
olmak iizere [|9]| = max{||9]|1, [|9]|2,|19]|w} normu ile birlikte normlu uzaydir.

(X, ]]- |]) uzaymin bir Banach uzay oldugu kolaylikla gosterilebilir.
Simdi de calismamizda sonuca ulagmak i¢in kullanacagimiz teoremleri ifade edelim.

Teorem 1.1 (Modifiye edilmis Arzela - Ascoli Teoremi) [18], M c X olmak iizere,
asagidaki kosullar saglandig1 takdirde M mutlak kompaktir.
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I.) M, X i¢inde sinirlidir.

ii.) {y:y=1ftz,19€M},{z:z=i 19€M} ve {w:w =9"(t), 9 € M}

1+t’
icerisindeki fonksiyonlar [0,00) yar1 sonsuz aralig1 iizerinde lokal olarak ayni
dereceden stireklidir.
9 91 "
iii.) {y:y =T 9 € M},{z:z =T J € M}ve fw:w =9"(t), 9 € M}
icerisindeki fonksiyonlar co da ayn1 dereceden yakinsaktir.
Problemin ¢oziimiiniin varlig1 ispatlamak i¢in agagidaki Schiuder Sabit Nokta Teoremi
kullanilmustir.
Teorem 1.2 (Schiuder Sabit Nokta Teoremi) [19], E bir Banach uzay ve B de E
uzayinin sinirli, kapali ve konveks bir alt kiime olsun. Eger T : B — B operatorii
stirekli ve kompakt (tamamen siirekli) ise T operatoriiniin sabit bir noktas1 vardir.

2. Sonuclar ve tamimlar

[lk olarak lineer sinir deger problemi,

9""(t) + v(t) =0, t € (0,00)
(2.1)

9(0) = fnﬂ(s)ds, 90 =4,  9"(®)=limd"(t) =B
0

icin asagidaki lemmada Green fonksiyonu verilecektir.

Lemma 2.1 v € C[0,») ve [, v(t)dt < oo olsun. Green fonksiyonu

(n2T+T3+t v t 0 < 7 < min{n, t}
> c T > nT, < 7 < min{n,
20 2 3 2 2
P G L S P
G(t, 1) = 4 2 2 6 2 2
! (1-1n) 3 2 2
Ll IS | 0<n<t<t
G T > nt > <n<t<
3 2 2
n° t° t°y
—_t——— < <
L6+2 > 0 <max{n,t} <t

olmak iizere (2.1) probleminin 9 € C2[0,00) N C3(0, 00) ¢dziimii,
2 2 3 oo
Ui t Ui
I(t)=A (t + —) + B (— + —) + f G(t,t)v(t)dt
2(1=m) 2 6(1-m/ Jo
seklindedir.
Ispat v € C[0,0) ve fooo v(t)dt < oo olsun.
(2.1) denklemi t’den o«o’a kadar integrali alinip 9" (o) = B smir kosulu kullanilarak
9"(t) =B +f v(t)dr

t
denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklem [0, t] aralig1 lizerinde integre edilip,
9'(0) = A sinir kosulu kullanilarak ve Fubini teoremi uygulanarak

9'(t)=A+Bt+ ftrv(r)dr + footv(r)dr (2.2)
0

t
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denklemi elde edilir. (2.2) denklemi 0’dan t’ye integre edilerek
£2 t 72 ® 42
I(t) =9(0) + At + B? + f (tt — 7)v(r)dr + J ?v(r)dr (2.3)
0 t
denklemi elde edilir. (2.3) denklemi 0’dan 7n’ya integre edilip, 9(0) = fon 9(s)ds smir

kosulu kullanilarak
2

1 (o n (" (n*t_Tn nT
=——JA—=+B— ———|v(0)d —
9(0) 1_77{ 2+ 6+_];=0 > > v(1) I+L=O6v(r)dr

w 3
+ f n v(7) dr}
=N 6
ifadesi elde edilir. Simdi (2.3) denkleminde yukaridaki 9(0) ifadesi yazilarak

1 772 773 n 772'[ TZU n 43
19(t) _E{A?-I_BZ-I_J;:O T—T U(T)dT+£=OEU(T)dT

+ j —v(r)dr} +At+B—+ J (tt — —)v(r)dt + J —v(1)dt
ey 6 2", 2 . 2
denklemi elde edilir. t < n ven < t olarak iki farkli durum seklinde yazarsak,

2
n
I(t) =A(t+—>+B
2(1-mn)
t UZT T3 .L.Z n TIZT TZTI T3 t2 t217
L(Tﬁ'g'i't‘[—?—tﬂ‘l')v(‘[)d‘[-l'j; <T—T+Z+?—T>U(T)d‘[
© M3 2 277)
+J- <—+——— v(1)dr, t<n
+; 7]2 ° 32 ? 2 t /3 2 2
A-m| ("(n*t T T n T 12p
fo(T+E+t‘r—7—tnr)v(‘r)dr+fn<Z+tr—?—tn‘r+7)v(r)dr
© M3 ¢? t277>
+f <—+——— dr, <t
\et77 2 v(n)dr n
elde edilir. Elde edilen bu denklem
nZ tZ 773 00
19(t)=A<t+—>+B<—+—)+f G(t,t)v(r)dr, Vt €[00
2a-m) TE\2 sa-m) ", )

denklemi ile aynidir. Boylece lemmanin ispati tamamlanmais olur.

Tanimm 2.1
a'(t) + r(t)g(t,a(t),a’(t),a”(t)) >0, te€(0,0),

a'(t) <A, a(0)< J
0
esitsizliklerini saglayan & € X N C3(0, o) fonksiyonuna (1.2) smir deger probleminin bir

alt ¢oziimii denir. Benzer olarak

B (&) +r()g(t, B, nﬁ’(t),ﬁ”(t)) <0, te(0,0:),
FO=4, pO)= [ pe)ds §) = limp'©) > B
0

esitsizliklerini saglayan § € XN €3(0, o) fonksiyonuna (1.2) sinir deger probleminin
bir {ist ¢6ziimii denir.
Sonug 2.1 Eger Vt € [0,00) i¢in a'(t) < B'(t) ve

n n
f a(s)ds Sf B(s)ds (2.4)
isoe vt € [0,00) iogin a(t) < B(t) olur.

n
a(s)ds, a'' ()= tlima"(t) <B
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Ispat a'(t) < B'(t) esitsizligini 0°dan t’ye integrallersek

[y a'(s)ds < [) B'(s)ds = a(t) — a(0) < B(t) — B(0) (2.5)
esitsizligi elde edilir. (2.5) esitsizliginde alt ve list ¢6ziim tanimlarindaki

a(0) < fon a(s)ds, £(0) > fOn,B(s)ds

siir kosullart kullanilirsa,

1 1
a(t) —f a(s)ds < B(t) —f B(s)ds
0 0

n
f [B(s) — a(s)] ds < B(E) — a(t), V€ [0.m0)

elde edilir. Buradan da (2.4) esitsizligi kullanilarak, Vt € [0,00) i¢in a(t) < S(t)
esitsizligine ulagilir.

Tamm 2.2 a, 8 € XN C3(0,), (1.2) probleminin sirasiyla alt ve iist ¢éziimleri olsun,
soyleki Vt € [0,00) igin a’(t) < B'(t) ve

fona(s)ds < fonﬁ(s)ds

olsun. Eger g:[0,0) x R® — R siirekli fonksiyonu, negatif olmayan ¢ € C[0,:0) ve
pozitif h € C[0,0) fonksiyonlar1 olmak {izere,

vV (ty,z,w) € [0,0) x [a(t), B(8)] x [a'(t), B'(£)] < R igin,

lg(t,y,z,w)| < p()h(lw])

esitsizligini

Lm%ds=oo

kosulu altinda sagliyorsa g fonksiyonu «, 8 fonksiyonlarina gére Nagumo kosulunu
sagliyor denir.

Simdi elde ettigimiz varlik teoremimizi ve ispatini verelim. Teoremin ispatinda Schéuder
sabit nokta teoremi kullanacagiz. Bunun icinde daha once belirledigimiz Banach
uzaymda tanimli operatoriin siirekli ve kompakt oldugu gosterilecektir. Bu operator
Lemma 2.1 de elde edilen ¢6ziimiin ifadesi kullanilarak tanimlanmistir. Burada Green
fonksiyonunun sadece stirekli oldugu bilindiginden, Green fonksiyonunu alttan ve iistten
sinirlayamadigimizdan sadece alt ve {ist ¢ozlimler kullanilarak ve Schiuder sabit nokta
teoremi uygulanarak operatoriin sabit noktasinin vardigi gosterilmistir. Yari sonsuz aralik
tizerindeki ¢alismalarda genellikle alt ve {ist ¢oziimler teknigine bagvurularak ¢oziimlerin
varlig1 gosterilir.

3. Temel sonug ve ispati

Teorem 2.1 (1.2) probleminin a ve g fonksiyonlari a'(t) < B'(t), t € [0,00) ve

fna(s)ds < fnﬁ(s)ds
0 0

esitsizlik kosullarmi saglayan sirasiyla alt ve iist ¢oziimii olsun. g : [0,00) X R® — R
stirekli fonksiyonu a ve § fonksiyonlarina gore Nagumo kosullarini saglasin.

Ayrica, (t,y,z,w) € [0,00) x [a(t), B(£)] x [a’(t), B'(D)] > R igin,

g(t,a(t),z,w) < g(t,y,z,w) < g(t, B(t),z,w) (2.6)
esitsizlikleri saglansin.

Eger, ¢(t), g fonksiyonunun Nagumo kosullar1 icerisindeki bir fonksiyon olmak iizere,
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foo max{s, 1}r(s)ds < oo, foomax{s, 1} p(s)r(s)ds < o
0 0

ve
m = sup (1+ t)¥r(t)e(t) < o
t€[0,0)
olacak sekilde Oyle bir ip > 1 sabiti var ise, N sabit sayis1 a, § ve h’ye bagli olmak {izere
(1.2) probleminin,

a(t) <I9(t) < B(t), vt € [0,00)
a'(t) <9'(t) <B'(t), Vte[0,0)
[9” (t)] <N, vVt € [0,0)

esitsizliklerini saglayan en az bir 9 € X N €3(0, ©) ¢dziimii vardir.

ispat T sayisini,

Vs B'(t) O
——ds >m| sup ———— — inf + max Nl
r h(S) <tE[O,FO)O) (1 + t)ll’ t€[0,00) (1 + t)ll} lp _ 1 {”ﬁllz ” ”2})
olacak sekilde
rz max{ sup Ja”(8)l, sup |B" (1), B}
t€[0,0) te[0,00)

ve N > r seklinde secelim.Simdi, g; ve g* yardimci fonksiyonlarint agsagidaki sekilde
tanimlayalim soyleki t € [0,00) olmak iizere,

g(t,ﬁ,Z,W), y > ﬁ(t)
g1ty zw) =4 gt y,zw), a®) <y< B(t)
gt a,z,w), y < a(t)

ve
- B'(t)—z ,
( gl(tlyngiw)-l_l_l_lﬁ,(t)_zli Z>ﬁ(t)
g @ty zw) =1 g.ty zw"), a'(t)y<z<pB'(t)
by aw) + — DL < )
g1ty a,w T+]a (=2 z< «
sOyleki
N, w>N
w={w, —NZSw<KN
—N, w< —N
dir. Modifiye edilmis
9"(t) + r(t)g*(t,19(t),19’(t),19”(t)) =0, t € (0,0)

2.7)
9(0) = ] To(s)ds, 9'(0)=A  9"(co) = lim"'(t) = B
0

liclincli mertebeden lic noktali integral kosullu smir deger problemini ele alalim.
Oncelikle bu problemin Schiiuder sabit nokta teoreminin bir uygulamasi olarak en az bir
Y ¢Oziimiiniin oldugunu ispatlamak gereklidir. ¥ € X i¢in,

(T,9)(t) = j G(t,5)r(s)g" (5,9(s),8'(s), 8"(s))ds, ¢ € [0.0)
0
ve

2 2 3
T = A (t + ”—_n)) B (t— n ”—) FTO®, te0m)

2(1 2 6(1—1)
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seklinde T; ve T operatorlerini tanimlayalim. Simdi, T : X — X operatoriiniin tamamen
siirekli oldugunu gosterelim. Ispatimizi asagidaki sekilde {i¢ adima bélebiliriz:

Adim 1. T : X — X iyi tammmhdir. Gosterelim:
19" (s,9(5),9'(s),9"(s))| < 191(s,9(5),9'(s),9"”(s))| + 1 oldugundan ve g* ve g,’in
tanimlarindan, 9 € X i¢in,

foor(s)g*(s,ﬁ(s),ﬂ’(s),ﬂ”(s))ds

Sf Ir(s)] 197 (s,9(s),9'(5),9" (s))|ds
Sf 7(s) (191(s,9(s),9'(s),9" (s))| + 1)ds
0
= [ 76 (U659, 9 (52,8 (51 + s

esitsizligi elde edilir. Ayrica, g fonksiyonu Nagumo kosulunu sagladigindan,

f r(s) (1g(s,9(s5),9'(s), 9" () + Dds Sf r(s)(p(s)h(lw]) + 1ds
0 0
olur. Hy = 0<tn<1|?5<” h(t) olsun ve h(t) < H, oldugundan,

(0]

| “r© @R + 1ds < | r@@H, + Dds

elde edilir. Buradan da,

fomr(s)((p(s)Ho + 1ds < fommax{l, sir(s)(p(s)Hy + 1)ds < o
elde edilir. 9 € X igin,

floosr(s)(go(s)HO + 1ds < meax{l, sir(s)(p(s)Hy + 1)ds < o
oldugundan, tll_)rg tr(t)(e(t)Hy + 1) = 0 olur.

[0e]

0< jmr(s)(fp(s)HO + 1)ds < J sr(s)(p(s)Hy +1)ds <o (t=1)
t 1

oldugundan,

tlim f r(s)(p(s)Hy + 1)ds =0 (2.8)
—00 t
olur. Monoton yakinsaklik teoremi, (2.8) ve iki sefer L’Hospital kurali kullanilarak
i O foo S S o(s)H, + 1)ds
too 1+t2 |~ oo Jy 14 t2 PLs)Ho
2 3 2
1 f: 172—5 + % +ts — 57 — tns|r(s)(p(s)Hy + 1ds
< lim
tooo |1 — 7| 1+t2
3 2 . 3 t2 tZ
i P+ s =P -m|r@ @t + Dds 7[5+ 5 -5 r) @), + Dds
+ +
1+t? 1+t2
n(n?s s 52
1 Jy (T-'_F-I_ ts + 5+ tns) r(s)(¢(s)Hy + 1)ds
< lim
too |1 — 71| 14t2
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fnt (% + (ts — %)(1 + n)) r(s)(@(s)Hy + Dds [ <§ + t2—2 + tzTn) r(s)(@(s)Hy + ds
1+ t2 + 1+t2

1 (f, (s +ns)r(s)(@(s)Ho + 1)ds

= i) 2t
3 2
fiy s + 1)) @ Ho + Dds + (T + (22 =51 +1) ) O @©H, + D
* 2t
. n3 tZ tZT]
7@+ o) @Hy + Dds = (T + 5+ 51 r@ (0@H, + 1
* 2t
1 (tA+mr®(@e®Hy+1) 1
= lim A+ mrie®H, )+—J A+ nr(s)(p(s)Hy + 1)ds
t—o |1 - T]l 2 2 t
_tA+mr@)(e®H, + D) _
2
bulunur. Buradan 0 < |lim % < 0 oldugundan lim (T“”S) = 0 elde edilir.
tooo 1+t t—oo +t
O halde,
y n B t2 7’]3
(TH@® (t faa- n)) * (7 e - n)) . (T)(@®) _B
lim = lim + lim ————-=—
too 1+1t2 oo 1+1t2 too 14+t2 2

elde edilir. L’Hospital kurali kullanilarak
- (T:9)' ()

(0]

t
J sr(s)(p(s)Hy, + 1)ds + f tr(s)(o(s)Hy + 1)ds
0

i t
[y sr()(@()Ho + Dds + [ tr(s)(9(s)Hy + Dds
- t—>r2> 1+t
i tr(O)(@(OHy + 1) + [, 1(s)(@()Ho + Dds — tr(t)(p(O)Ho + 1) 0
= lim . -

(T19)1(6)

elde edilir. Buradan da tlim = 0 elde edilir. Boylece,

i T2O _ ( A Bt <T1ﬁ)'<t)>= - o

too 14t 1+t 1+t 1+t
elde edilir. Son olarak,

gim (T9)'(t) = ltim (B + f r(s)(p(s)H, + 1)ds> =B+ 0 =B (var)
—00 —00 ¢
elde edilir. O halde, T9 € X elde edilir.

oo

Adim 2. T : X — Xsiireklidir. Gosterelim:

9, = 9 seklinde X'de herhangi bir dizi olsun. n — o ve t € [0,00) olmak {lizere,
I (8) » (), 9,/ (1) » I'(0), 9" (6) »9"(®)

olur. n — oo, s € [0,0) olmak lizere ve g* siirekli oldugundan,

197 (5, 9n(5),95"(5), 90" (5)) — g7 (s5,9(s),9'(5),9"(s))| — 0O
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olur. 9,"(t) -» 9" (t) oldugundan sup [19n]]0o < o0 Olur.
H, = ax h(t) olsun O halde,
05t5max{||19||oo'5uP||19n||oo}

197 (5,9,(5),9,'(5),9," ()| < p(s)h(s) + 1 < ¢(s)H; + 1 oldugundan,
f sT(8) g7 (5,9,(5),9,'(5),9,"'(5)) — g7 (5,9(s),9'(5),9" (s))|ds
0

144

< [ 519 5852, 82, 03" slds + |

<2 foosr(s)(fp(s)Hl + 1)ds <o
0

esitsizligi elde edilir.

, . t 1 -
1 < t olmak lizere ve monoton yakinsaklik teoreminden ve TS5 oldugundan,

IT9,(t) —TI@)| _|T19,(t) — T19(¢)|

t2

1 +(t2 ) B 1+ ¢t2
“G t,s 1 " * I "
— || T2 75) (9758 (5),Bh(5), 85 (50) — 9° (5,5, /(52,87 ()) ) s
0
2 3 2
1 nnz—s+%+ts—s7—tns|
< 70 (5))
“11-nl)J, 1+ t2 nooon

~ °(5,9(s), 9'(), 8" (s))ds

3 2

e[+ s - -m)|

+f 1+ t2 r()1g"(s,9,,(5), 9,/ (5),9"(s))
n

— g7(5,9(5),9'(5),9" (s)lds

t>  t%n

“let2 "2 . , ;

+] 14+ t2 T(S)Ig (S: 1911(5); 1971 (S),ﬁn (S))
t

- g7°(5,9(5),9'(s),9"(s))lds

2 3 2
ns_ s s-
1 jn > +6+ts+2+tns
0

<
|1 —n] 1+ t2

r($)1g" (s, 9n (), 90" (5), 95" ()

— g *(5,9(s),9'(s),9"(s))|ds

t" + (ts — —)(1 +1)
+-[n 1+ t2 7($)1g" (5, 9n(5), In'(5), 90" (5))
- g7(5,9(5),9'(s),9"(s))lds

/N tzn

OOF-I_ 2 + " 144
+f TT’(S)LQ (s, 9 (S) Iy (S) Y, (s)) g (s, 9(s),9'(s),9 (S))|d$
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ts ts
1 f"T+”T+ts+2+tns
11 =7

1+ 2 r()1g* (5, 9(5), 9 (), 9" (5))

= g7 (5,9(s),9'(s), 9" (s))lds

t% +ts(1+n)
+f 1+ t?

WIS | St ts) 77

e O CINO RN SERIEY

r()Ng™(s,9n(5), ' (5), 9" (5)) — g7 (5, 9(5), 9" (5), 9" (s)) Ids

- g*(s,19(5),19’(5),19”(5))|ds}

=1 YT r()1g" (5, Bn(5), 00 (5), 8" (5))

1 {fnts(%+%+1+%+n)
0

— g7 (5,9(5),9'(s), 9" (s))|ds

n
+.ftt5(6+1+77)
n

1z TG (S 9(8), 9,(5), 90" (5)) — g7 (5,9(5), 9" (s), 9" (s))]ds

n,1 17
+f ts(6+2+)
. 1+¢t2

(g™ (5, 9n(5), 9" (5), 90" (8)) — g7 (5,9(5),9' (), 19”(S))IdS}

<
|1 —n|

)f 1_L;tzr(S)Ig (5, (), 00" (), "' (5))
0
- 97(5,9(s),9'(s),9"(s))|ds

1 [oe]
= —‘f sT()1g7 (5, 9,(5),9,"(5), 9, (s)) — g7 (5,9(5),9'(5), 9" (s)) | ds
0

elde edilir. t <7 olmak iizere,
IT9,(5) — TO(O| _ IT18,(t) — T,9(0)]

1; t2 B 1+¢2
o t,
= f 1(+ fz) T(S)(g*(s, (), 9,(5), 9, ()) — g*(5,9(s),9'(5),9"(s)))ds
0
1 +3 + ts ——5—1tns
S |1 _-rll jo 2 6 1 + tz 2 T(S)Ig*(s,19n(S),19nI(S),19n”(S))

-9 (s 19(5) 9'(s),9"(s))|ds

nT‘Tn Ttz -m
+jt e F)1g"(5,9n(5), 80'(),9,”(5))

—g7(5,9(5),9'(s),9"(s))ds

L
I Ol N A NOR MO RAIOIE g*(s,ﬁ(s),ﬂ'(s),ﬁ"(s))|ds}
n

_tn
2
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3 2

1M°s S
1 T+6+t5+2+t775 . , .,
|1 _ T]l J;) 1 + tz T'(S)lg (S, ﬁn(s)’ﬂn (S):ﬂn (S))
-9 (s 19(5) 9'(s),9"(s))|ds
"%JFSZTTIJF% Z c =
+| ST L r(5)lg" (5 8(5), 0,/(5), () — (5, 9(5), 9'(5), 9" () ds
w§+§+ £
+ [ T T o)l (5,0 /(50,80 (5)) = 97 (5,9(6), 9'(5),9" (5D Ids
n
2 2
1 tS(%‘I’%‘l‘T]‘F%‘FUZ) * o
= |1 —77| J;) 1+ t2 T'(S)lg (S'ﬁn(s)’ﬁn (S),ﬂn (S))

= g7(5,9(5),9'(s), 9" (s))lds
fns +" +77 +'27+'72>

172 r()1g" (5, (5), 90" (), 95" ($)) — g7 (5,9(s),9"(5), 9" (s))|ds

oos +77 +1 )
+ [ 2T 610509, (9)) — (5, 9),9'(5), 8" ()]s
n

RECE

Trz NG (5 0n(), 9/(5), " (5)) — g7(5,9(5), 9" (), 9" (s))Ids

+ [ S 1 (5,0, 05D, 80 (5)) = (5,952, 8'(5), 9" ()l

S(inn?
® 6 2 2 * ! n * ! n
+ W’”(SNQ (5,9n(8),95/(5), 9" ($)) — g7 (5,9(5),9'(5), 9" (s))lds
n
1 (10n* 3n)\(* . , " . Loy g
< i (Te 3 ) [ Sr)1g(5, 850 850,92 — 9”585, (), 8" sl
0

elde edilir. Sonug olarak,

107 10n? | 3p
max{z( 6 +2)'< 6 +7)}f°°

|ITY,, — TI||; <
" ! 11—n]
—97(5,9(5),9'(s5),9"(s))lds

sr($)|g" (s, 9n(8), 95 (5), 90" (5))
0

- 0 elde edilir. Benzer sekilde,

IT9,(6) = T (0)] 7,00 = T, 9'(0)]
TY,, — TO||, = su = su
T, Il te[ogo) T3 te[ogo) T

tsr(s) ! " * ! 144
S tg;g),lzo) {jo 1 + t n (5)11971 (S)) _g (5,19(5),19 (S)'ﬁ (S))lds

“tr(s
_l_j (s)
, 1+t

n'(8),9,"(s)) = g*(S,19(5).19'(5),19”(5))|d5}
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<),
o 1+t

< f Sr(s)|g*(s, 9,(5),9,(5),9"(s)) — g*(s,ﬂ(s),ﬁ’(s),ﬂ”(s)ﬂ ds —50
0

elde edilir.
ITO, = TOleo = sup [T, (£) =T ()| = sup |T," 9,(t) — T, "9(t)|
t€[0,0) te[0,0)

97 (5, 90(5), 90" (5), 9, () — g*(5,9(5),9'(5), 9" (s))| ds

= Sup
t€[0,0)

< f r($)|g7(s,9(5),9,/(s), 9, (5)) — g7 (5,9(5),9'(5), 9" (s))|ds 0
0

elde edilir. Sonug olarak, n — oo iken ||T9,, — TY|| — 0 olur.
9, — 0¥ iken TY,, — TY oldugundan T siireklidir.

f 7()(9* (5, 9(5), 9'(5), 90" (5)) = g (5,9(5),9'(5), 9" (5)))dls

Adim 3. T : X — X kompaktir. Bunun i¢in T doniisiimiiniin, X’in sinirl bir alt kiimesini
bagil kompakt bir kiimeye doniistiirdiigiinii gdstermek yeterlidir.
M, X uzayimin siirl bir alt kiimesi olsun.

9 € M alahm. H, = mlzljléiu h(t) < oo olsun.
0sts

J9EM

|TY(t)]
woioby 1+ t2

A(t+m)+3(3—2+6<1"—im)+jwa<t,s>

1791, =

r(s)g*(s, 9(s),9'(s), 19”(5))ds

t€[0,00) 1+ t2 0 1+ t2
3
<|A| | | Bn
- 2(1—n) 6(1 -
57,3 57
max{ +3, T+2} ” . ooy g
+ I1—7] sr(s)|g*(s,9(s),9'(s),9"(s))|ds
0
2
3 max 577+3 5n” +3_77 o
| |B|+‘ - s 25 2 fsr(S)(H @(s) + 1ds
< 2 2(1- 77) 6(1—-n) 11 —7] . 2
< oo

elde edilir. Benzer sekilde,
IT"9(0)|
ITIl; =
tE[O o 1+t

A+ Bt 1 [t
T3 + T tfo sr(s)g*(s,19(5),19’(5),19”(5))615
1 (o]
i) 9 (5,9(s),9'(5),9"(s))ds

= Ssup
t€[0,0)

IA

,9"(s))|ds

41 + Bl + j
0
+ j s r(s)|g*(s,19(s),19’(5),19”(5))|ds

o)

< |A| + |B| +f sr(s)(Hy,p(s) + 1)ds <
0
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elde edilir. Yine benzer sekilde,

B + foor(s)g*(s,19(5),19’(5),19”(5))ds
t

ITOles = sup IT"I9(t)|= sup
tE[0,0:) t€[0,00)

< |B| +f ()| g*(s,9(s),9'(s),9"(s))|ds < |B| +f r(s)(Hyp(s) + 1ds < o
0 0

elde edilir. Sonug olarak, ||T 9| < oo olur. O halde, TM diizgiin siirhdir.
Bunlarin yani sira, k > 0 i¢in t4, t, € [0, k] olsun.

TY9(t;) TI(ty)
1+62 1+t,°2

|l satn) + 2 (5 +or=p) 4+ say) + 2 (% +adm)

1+t 1+t,2

+f°° G(ty,s) G(ty,s)
o 11+86% 14+¢,72

tZ n3
At + 5t55) + B (% + 5
Y NI C))) 2 __6(1—mn)
- 1+ t,2

r(s)

9"(5,9(),8'(5),9"())|ds

_n t? L)
_A(t2+2(1—n))+3(2 Ted-m
1+ t,2

G(tl's) G(tZ,S)
1+¢t2  1+t,2

+j r(s)(Hyp(s) + 1)ds,
0
(T9)'(t)  (T9)'(t2)
1+t,2 1+ t,?
_|AtBt_A+B
“l1+t 1+t
_19G(ty,s)  9G(ty,s)
dat dt
— r(s)
o | 1+87 1+ t,?

_19G(ty,s)  3G(ty,s)

ot ot
- H 1)ds,
R e e MOICTIOR RIS

+

g7 (5,9(s),9'(5),9"(s))|ds

_|At+Bt_A+Bt
1+ 1+4¢

|(T9)" (t,) — (Tﬁ)"o(otz)l
= U r(s)g*(s,ﬁ(s),ﬁ’(s),ﬁ"(s))ds

1

B f Tr(5)g"(5,9(),9(5), 8())ds

2

< j 2r(s)(quo(s) + 1)ds

1

elde edilir. Boylece herhangi bir € > 0 igin,
TO(t)  TO(t,) (T9)'(t)  (T9)'(t,)
1+¢6,2 1+¢,°2 1+t,2 1+ t,2

<& |[(T9)"(t) - (T9)"(t)| <e

)
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ve |ty —ty| <&, ti,t, €10, k] olacak sekilde bir § > 0 vardir. k keyfi oldugundan,

{::2},{(:—2'} ve {(T9)"'} bagl fonksiyonlar [0,) iizerinde aym dereceden yerel

stireklidir. ¥ € X igin,

(Tﬁ)(t)_hm To)®)) _ |TH@) B 50 L5 oo
1+¢2 tow 1+t2] [1+¢2 2 ’
T'© . TG _ ‘(Tﬁ)’(t) ‘
— lim = — B[ — 0, t—> o0
1+t oo 1+t 1+t
(T9)" () - glrgo(Tﬁ)"(t)|=|(Tﬁ)"(t)—3|= f r(s)g*(5,9(s),9'(s),9"(s))ds| — 0
t

elde edilir. Buradan, {:jz}, {(Z—fz'} ve {(T9)"} bagl fonksiyonlarinin co’da ayni

dereceden yakinsak oldugu goriiliir. Sonug olarak, Teorem 1.1. ( Modifiye edilmis
Arzela - Ascoli Teoremi ) igin kosullar saglanmis olur. Bdylece T9’in bagil kompakt
oldugu elde edilir. Bu nedenle T : X — X tamamen siireklidir ve Schauder sabit nokta
teoremine gore T 'nin (2.7) probleminin ¢6ziimii olan en az bir ¥ € X noktasinin oldugu
garantilenmektedir.

Simdi, bu 9’in  a'(t) <I9'(t) <B'(t), te€[0,00) esitsizligini sagladigi
gosterilmelidir.

Sonug (2.1)’den yola gikarak, a(t) < 9(t) < B(t), t € [0,00) sonucuna varilacaktir.
Bunun igin her t € [0, o) i¢in 9'(t) < B'(t) seklinde oldugu gosterilmelidir. Eger bu
dogru degil ise;

8'(to) = f'(t0) = sup (9'(8) = f'(D)) > 0

olacak sekilde en az bir t, € [0, o) vardir. tlim (ﬁ”(t) — ﬁ”(t)) < 0 olmasindan dolay1

tic durumda degerlendirilmelidir:

Durum 1. t, = 0 olsun. O halde,
9'(0) = B'(0) = lim 9'(t) — B'(t) = sup 9'(t) —B'(¢t) >0
t-0* te[0,00)

olur.9'(0) = A, B'(0) = A smur kosullar1 kullanilarak 9'(0) — 8'(0) < 0 elde edilir ki
bu bir ¢eliskidir. O halde, t, = 0 olamaz.

Durum 2. t, € (0,00) olsun. 9" (t,) — B (to) = 0, 9" (to) — 8" (t,) < 0 olur.

*

g* n tanimi ve modifiye edilmis (3.2) denkleminden ve ayrica N > sup |B"(t)]
te[0,0)

oldugundan

9" (to) = =7 (to) g™ (to, 9(to), 9" (£0), 9" (t0))
olur. 9'(ty) > B’'(t,) oldugundan

9" (to) = —71(to) (91 (to:ﬁ(to):ﬁ’(to),ﬁ”(to)) +

olur. g; in tanimindan ve (3.1) esitsizliginden

9" (to) = =7 (to) (g(tof,B(to)»ﬁ'(to)»ﬁu(to)) +
olur. O halde,
9" (t0) = —1(to) (9 (o, BLEo), B'(t0), B (£0)) + T2 e )

1+|B' (to) =9 (to)l

B'(to) —9'(to) )
1+ |p' (o) — ' (to)l

B'(to) —9'(to) )
1+ |B'(to) — V' (£l
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’ -9
2 _r(tO)(g(tOJ ﬁ(tO)P ﬁl(tO)P ﬁ”(tO)) - T(to) 1 +ﬁ|ét;o()to) _ lgf(zz_o)l

> —1(to)g(to, B(to), B'(t0), B" (o)) = B (to)

olur. Yani, 9""(ty) > B""(t,) elde edilir ki bu da bir ¢eliskidir. O halde, t, € (0, )
olamaz.

Durum 3. ty = oo olsun. 9’ () — f’(o0) = s[up [O'(t) —p'(®)] >0
te[0,00)

olur. 9" () = B ve B () = B sinir kosullarindan 9" (o) — " () < 0 olur.
Ayrica, 9" () < B""" () oldugundan Durum 2 ye benzer sekilde ispatlanir. Oyleyse,
vVt € [0,0)icin 9'(t) < B'(t) elde edilir.

t € [0,0) i¢in &'(t) < I9'(t) esitsizliginin ispati da benzer sekilde gosterilir. Yani, 9’in
a'(t) <I9'(t) <pB'(t), te][0,0)

esitsizligini sagladig1 gosterilmistir. Bu esitsizligi 0 dan t integralleyip Sonug (2.6)
kullanilarak

a(t) <9(t) < p(t), te][0,0) sonucuna varilmis olur.

Son olarak t € [0, o) igin |[9"(t)| < N oldugu gosterelim.

|9"(t)| = N saglayacak sekilde bir t € [0, %) olsun. tlLr?o 9" (t) = B < N oldugundan

t =T igin [9"(t)| < N esitsizligini saglayan bir T > 0 vardir.

t, =inf{t < T:|9"(s)| < N, Vs €[0,)} olsun. Her t > t; i¢in [9"(t;)| =N ve
[9"(t)| < N olmak tizere her t € [t,, t;] igin [9"'(t)| = N kosulunu saglayan bir t, < t;
vardir. Simdi, t € [t,, t;]icin 9" (t;) = N ve 9" (t) = N veya t € [t,, t;] icin 9" (t;) =
—N ve 9" (t) < —N durumlar1 goz 6niine alinmalidir. t € [t,, t;] i¢in 9"'(t;) = N ve
9"'(t) = N olmasi durumunda,

” 19”(5) nr
r @ds .f h() . h(ﬁ’—’())ﬁ (s)ds
r(©)g(s,9(),9'(), 9" ())0"(s)  _ (* .
ftl h(®"(s)) S = ft e (ds
(00} 19”(8) B [o'e] 19,(5) ! 1
=", mds‘mql (m) ds—ft ') (7557) ds)

B a©® v
< —_— [
_m<tesgp:o)(1+t)y g e el ) < [ s s

elde edilir ve bu bir celiskidir. t € [t,, t;] i¢in 9" (t;) = —N ve 9"'(t) < —N olmasi
durumunda da benzer bir geliski elde edilir. Dolayisiyla, her t € [0, ) igin [9"(t)| < N
olur. Bunun sonucunda yukarida tanimladigimiz yardimci fonksiyonlarin tanimindan ve
elde edilen sonuglardan

9"'(t) = —r()g" (£, 9(8),9'(1), 9" (1)) = —r(0)g:1(¢,9(6),9'(1), 9" (1))

= —r()g(t,9(8),9'(6), 9" ()

elde edilir ve modifiye problemin (2.7) ¢6ziimii olan ¥ in (1.2) probleminin de bir ¢6ziimii
oldugu gosterilmis olur.

4. Tartisma

Bu calismada, yar1 sonsuz aralik {izerinde {i¢iincii mertebeden ii¢ noktali integral kosullu
sinir deger problemi ele alinmistir. Problemin smir kosullarindan birisi integral
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kosulludur. Son zamanlarda integral sinir kosullu diferansiyel denklemlerin kullanilmasi
popiiler hale gelmistir. Diger sinir kosullar1 da integral kosullu olarak alinarak da problem
incelenebilir. Fakat bu sefer problemin integral denklem olarak ifade edilmesi bir hayli
zorlasmaktadir. Ayrica sinir kosullar1 daha ¢ok noktali diisiiniilerek yeni bir problem
olarak incelenebilir. Problemdeki f (¢, .) negatif olmayan fonksiyonu isaret degistiren bir
fonksiyon olmasi halinde baska bir ¢alisma daha ortaya ¢ikacaktir. Problemin yar1 sonsuz
aralik {iizerinde tanimli olmasi operatdriin kompakt oldugunun gosterilmesini
zorlastirmaktadir. Problemimiz i¢in Green fonksiyonu olusturulmustur. Green
fonksiyonu alttan veya tistten sinirlt degildir. Bu yiizden alt ve iist ¢oziimler ile Nagumo
kosulu tanimlanmustir. Problemimizin varsayilan alt ve iist ¢6ziimler arasinda en az bir
¢ozlimiinilin varlig1 Schéuder Sabit Nokta Teoremi kullanilarak ortaya koyulmustur. Bu
probleme diger Krasnosels’kii, Leggett-williams, Avery-Anderson sabit nokta teoremleri
gibi diger sabit nokta teoremleri Green fonksiyonun alt ve ist smirlarin
bulamadigimizdan uygulanamamustir.
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