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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşım teorisinde, Korovkin teoremi önemli bir rol oynamaktadır ve yaklaşım süreçleri fonksiyonel 

analiz, harmonik analiz, ölçü teorisi, kısmi diferensiyel denklemler ve olasılık teorisi ile ilgili birçok 

problemde doğal bir şekilde ortaya çıkmaktadır. Bu tür operatörlerin en kullanışlı örneklerinden biri Szász 

operatörüdür.  

Szász lineer pozitif operatörü, Szász [1] tarafından 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥∑

(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

                                                                                                                          (1) 

tanımlanmıştır. Burada 𝑥 ≥ 0 ve 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) şeklindedir. Ayrıca, bu seri yakınsaktır. Birçok yazar, Szász 

operatörünün başka özelliklerini de araştırmıştır [2,3].  

 

Jakimovski ve Leviatan [2], Appell polinomları yardımıyla (1) ile verilen Szász operatörlerinin bir 

genellemesini elde etmiştir. |z|<R (R>1) diskinde 

𝑔(𝑧) = ∑𝑎𝑘𝑧
𝑘, (𝑎0 ≠ 0)

∞

𝑘=0

 

bir analitik fonksiyon ve 𝑔(1) ≠ 0’dır. Appell polinomlarının üreteç fonksiyonu 𝑝𝑘(𝑥) olmak üzere, 𝑥 ≥

0 için 𝑝𝑘(𝑥) ≥ 0 iken 

𝑔(𝑢)𝑒𝑢𝑥 =∑𝑝𝑘(𝑥)𝑢
𝑘

∞

𝑘=0

 

şeklindedir. Jakimovski ve Leviatan [2] 

𝑃𝑛(𝑓; 𝑥) =
𝑒−𝑛𝑥

𝑔(1)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)𝑓 (

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

                                                                                                                       (2) 

lineer pozitif operatörünü tanımlamıştır ve bu operatörün yaklaşım özelliklerini vermiştir. Kolayca 

görülebilir ki, 𝑔(𝑧) = 1 ve 𝑝𝑘(𝑥) =
𝑥𝑘

𝑘!
 seçilerek (1) ile verilen Szász operatörü elde edilir. 

 

Ismail [3], Sheffer polinomlarını kullanarak Szász ve Jakimovski ve Leviatan operatörlerinin farklı bir 

genellemesini tanımlamıştır. 

𝐴(𝑧) = ∑𝑎𝑘𝑧
𝑘, (𝑎0 ≠ 0)

∞

𝑘=0

 

𝐻(𝑧) = ∑ℎ𝑘𝑧
𝑘, (ℎ1 ≠ 0)

∞

𝑘=0

 

burada 𝑎𝑘 ve ℎ𝑘, |𝑧| < 𝑅 (𝑅 > 1) diskinde analitik fonksiyonlardır. 

𝐴(𝑡)𝑒𝑥𝐻(𝑡) =∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘 , |t| < 𝑅

∞

𝑘=0

 

ile tanımlanan eşitlik için 

i) 𝑥 ∈ [0,∞) için 𝑝𝑘(𝑥) ≥ 0, 

ii) 𝐴(1) ≠ 0 ve 𝐻′(1) = 1 

koşulları sağlanmaktadır. 

Ismail [3], 𝑇𝑛 lineer pozitif operatörlerinin 𝑛 ∈ ℕ için  
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𝑇𝑛(𝑓; 𝑥):=
𝑒−𝑛𝑥𝐻(1)

𝐴(1)
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)𝑓 (

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

                                                                                                               (3) 

şeklinde tanımını vermiştir ve yaklaşım özelliklerini araştırmıştır. 

 

Sonuç 1. 𝐻(𝑡) = 𝑡 için, üreteç fonksiyonları 𝑔(𝑢)𝑒𝑢𝑥 = ∑ 𝑝𝑘(𝑥)𝑢
𝑘∞

𝑘=0  ye döndüğünden, (3) ile tanımlı 

operatörün (2) ile verilen operatöre indirgendiği rahatlıkla görülebilir. 

 

Sonuç 2. (3) ile verilen operatörde 𝐻(𝑡) = 𝑡 ve 𝐴(𝑡) = 1 seçilirse, bu defa (1) ile tanımlanan Szász 

operatörü elde edilecektir. 

 

Varma ve arkadaşları [4], Brenke tipli polinomlar yardımıyla 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) lineer pozitif operatörünü 

oluşturmuştur. Brenke tipli polinomlar aşağıda verilen formda üreteç fonksiyonlarına sahiptir 

𝐴(𝑡)𝐵(𝑥𝑡) = ∑𝑝𝑘(𝑥)𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

. 

Burada 𝐴 ve 𝐵 analitik fonksiyonlardır: 

𝐴(𝑡) =∑𝑎𝑟𝑡
𝑟 , 𝑎₀ ≠ 0,

∞

𝑟=0

 

𝐵(𝑡) =∑  𝑏𝑟𝑡
𝑟 , 𝑏0 ≠ 0 

∞

𝑟=0

 

ve  𝑝𝑘(𝑥) aşağıdaki açık ifadeye sahiptir: 

 𝑝𝑘(𝑥) = ∑  𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟𝑥
𝑟𝑘

𝑟=0 , (𝑘 = 0,1,2,… ). 

Aşağıdaki ifadelerin gerçeklendiği kabul edilmektedir: 

𝑖) 𝐴(1) ≠ 0 ,
 𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟
𝐴(1)

≥ 0, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘, 𝑘 = 0,1,2,… , 

𝑖𝑖) 𝐵: [0,∞) → (0,∞). 

Varma ve arkadaşları [4], 𝑥 ≥ 0, 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ve 𝑛 ∈ ℕ için 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥):=
1

𝐴(1)𝐵(𝑛𝑥))
∑𝑝𝑘(𝑛𝑥)𝑓 (

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

                                                                                                        (4) 

 

operatörünü tanımlamıştır. 

Bu şekilde başlangıç düşüncesi Szász (1) operatörleri olup, yapılan genellemeler yardımıyla daha genel 

operatörlerin elde edilmesi devam etmiştir. Bu genellemelerden bazıları [4-17] çalışmalarda detaylı olarak 

verilmiştir. Benzer düşünce başka operatör genellemeleri için de düşünülebilir. 

Bu çalışmada ise, Brenke tipli polinomlar yardımıyla aşağıdaki lineer pozitif operatör tanımlanmıştır: 

𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥):=

1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∑𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥) (𝑓 ∘ 𝜏−1) (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

∞

𝑘=0

,                                                                       (5) 

burada 𝑥 ∈ [0,∞), 𝑛 ∈ ℕ, 𝜏(𝑥) fonksiyonu 𝑥 ≥ 0 için 𝜏(0) = 0, 𝜏(1) = 1, 𝜏′(𝑥) > 0 koşullarını sağlayan 

sürekli türevlenebilir bir fonksiyondur. Ayrıca 

 

𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (𝑥) ≔ ∑  𝑎𝑘−𝑟𝑏𝑟𝑧(𝑥)

𝑟𝑘
𝑟=0 , (𝑘 = 0,1,2,… )                                                                                        (6) 

 

şeklindedir. Üreteç fonksiyonun tanımı ise şu şekildedir: 
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𝐴(𝑡)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)𝑡) = ∑𝑝𝑛,𝑘

𝜏 (
𝑛

𝑏𝑛
𝑥) 𝑡𝑘

∞

𝑘=0

.                                                                                                             (7) 

 

Sonuç 3. (5) ile verilen operatörde, 𝐵(𝑡) ve 𝐴(𝑡) fonksiyonlarının özel olarak seçilmesi durumunda (5) 

operatörü, (1), (2), (3) ve (4) ile verilen operatörlere indirgenir. 

 

2. YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Bu kısımda, (5) ile verilen operatör için temel teoremlerin kanıtlarında kullanılacak olan bazı özellikler 

verilecektir. 

 

Lemma 1. Her 𝑥 ∈ [0,∞) için 

 

𝐿𝑛
𝜏 (1; 𝑥) = 1,                                                                                                                                                                 (8) 

𝐿𝑛
𝜏 (𝜏; 𝑥) =

𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

 𝜏(𝑥) +
𝑏𝑛
𝑛

𝐴′(1)

𝐴(1)
,                                                                                                            (9) 

𝐿𝑛
𝜏 (𝜏2; 𝑥) =

𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏(𝑥)2 +
𝑏𝑛
𝑛

(𝐴(1) + 2𝐴′(1))𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

 𝜏(𝑥)

+
𝑏𝑛
2

𝑛2
𝐴′(1) + 𝐴′′(1)

𝐴(1)
,                                                                                                                 (10) 

𝐿𝑛
𝜏 (𝜏3; 𝑥) =

𝐵′′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏3(𝑥) + 3
𝑏𝑛
𝑛

(𝐴(1) + 𝐴′(1))𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏2(𝑥)

+
𝑏𝑛
2

𝑛2

(𝐴(1) + 6𝐴′(1) + 3𝐴′′(1))𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏(𝑥)

+
𝑏𝑛
3

𝑛3
𝐴′(1) + 3𝐴′′(1) + 𝐴′′′(1)

𝐴(1)
,                                                                                           (11) 
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𝐿𝑛
𝜏 (𝜏4; 𝑥) =

𝐵(4) (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏(𝑥)4 + 2
𝑏𝑛
𝑛

(3𝐴(1) + 2𝐴′(1))𝐵′′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏3(𝑥)

+
𝑏𝑛
2

𝑛2

(7𝐴(1) + 18𝐴′(1) + 6𝐴′′(1))𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏2(𝑥)

+
𝑏𝑛
3

𝑛3

(𝐴(1) + 14𝐴′(1) + 18𝐴′′(1) + 4𝐴′′′(1))𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏(𝑥)

+
𝑏𝑛
4

𝑛4
𝐴′(1) + 7𝐴′′(1) + 6𝐴′′′(1) + 𝐴⁽⁴⁾(1)

𝐴(1)
                                                                   (12) 

eşitlikleri gerçeklenir. 

 

Lemma 2. 𝑥 ∈ [0,∞) için aşağıdaki merkezi momentler elde edilir: 

 

𝐿𝑛
𝜏 (𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥); 𝑥) =

𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

 𝜏(𝑥) +
𝑏𝑛
𝑛

𝐴′(1)

𝐴(1)
,                                                      (13) 

𝐿𝑛
𝜏 ((𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥))2; 𝑥)

=

𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 2𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 𝐵(

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏(𝑥)2

+
𝑏𝑛
𝑛

𝐴(1)𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 2𝐴′(1)(𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

 𝜏(𝑥)

+
𝑏𝑛
2

𝑛2
𝐴′(1) + 𝐴′′(1)

𝐴(1)
,                                                                                                                (14) 
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𝐿𝑛
𝜏 ((𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥))4; 𝑥)

=

𝐵(4) (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 4𝐵′′′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 6𝐵′′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 4𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝜏(𝑥)4

+ 2
𝑏𝑛
𝑛

1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

(3𝐴(1)(𝐵′′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 2𝐵′′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)))

+ 2𝐴′(1)(𝐵′′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 3𝐵′′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 3𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))))𝜏(𝑥)3

+
𝑏𝑛
2

𝑛2
1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

(𝐴(1)(7𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 4𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)))

+ 𝐴′(1)(18𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 24𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 6𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)))

+ 𝐴′′(1)(6𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 12𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 6𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))))𝜏(𝑥)2

+
𝑏𝑛
3

𝑛3
1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

(𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) + 𝐴′(1)(14𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 4𝐵(

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)))

+ 𝐴′′(1)(18𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 12𝐵(

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))) + 4𝐴′′′(1)(𝐵′ (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥)) − 𝐵 (

𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))))𝜏(𝑥)

+
𝑏𝑛
4

𝑛4
𝐴′(1) + 7𝐴′′(1) + 6𝐴′′′(1) + 𝐴(4)(1)

𝐴(1)
.                                                                                                 (15) 

 

Teorem 2.  𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∩ 𝐺 ve 

lim
𝜃→∞

𝐵′(𝜃)

𝐵(𝜃)
= 1 , lim

𝜃→∞

𝐵′′(𝜃)

𝐵(𝜃)
= 1,                                                                                                              (16) 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞ 𝑣𝑒 lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
𝑛
= 0                                                                                                                              (17) 

limitleri gerçeklensin. 

𝐿𝑛
𝜏  operatörleri [0, 𝑎] (𝑎 > 0) kompakt alt aralığında 𝑓 fonksiyonuna 𝑛 → ∞ için düzgün yakınsar. Yani 

lim
𝑛→∞

𝐿𝑛
𝜏 (𝜏𝑖; 𝑥) = 𝜏𝑖(𝑥), (𝑖 = 0,1,2)                                                                                                                 (18) 

sağlanır. Burada 

𝐺 ≔ {𝑓: ∀𝑥 ∈ [0,∞), |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾𝑒𝑅𝑥, 𝐾 ∈ ℝ+, 𝑅 ∈ ℝ} 

ile tanımlanmaktadır [18]. 
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3. YAKLAŞIM HIZI 

 

Bu bölümde operatörün yaklaşım hızı, farklı modüller kullanılarak hesaplanmaktadır. Burada modül olarak 

klasik ile ikinci basamaktan süreklilik modülleri ve Lipschitz sınıfından fonksiyonlar kullanılmaktadır. 

 

Öncelikle aşağıdaki teoremle, yaklaşım hızı klasik süreklilik modülü kullanılarak ispatlanmaktadır. 

 

Teorem 3. 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∩ 𝐺 ise herhangi bir 𝑥 ∈ [0, 𝑎] için, 

|𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)| ≤ 2𝜔(𝑓;√𝛿𝑛)                                                                                                                  (19) 

eşitsizliği gerçeklenir. Burada 𝛿 ≔ 𝛿𝑛, (14) ile tanımlıdır. 

𝐶[0,∞) uzayı [0,∞) aralığında sürekli olan fonksiyonların uzayını temsil edilmektedir [19-21]. 

 

İspat. Operatörün lineer olması ve süreklilik modülünün özellikleri kullanılırsa 

|𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝑥)| 

≤
1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∑𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥) |(𝑓 ∘ 𝜏−1) (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛) − (𝑓 ∘ 𝜏

−1)(𝑥)|

∞

𝑘=0

 

≤

{
 
 

 
 

1 +
1

𝛿

1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∑𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥) |

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥|

∞

𝑘=0

}
 
 

 
 

𝜔(𝑓; 𝛿) 

olduğu görülür. Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa, 

|𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝑥)| ≤

{
 
 

 
 

1 +
1

𝛿

(

 
 1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∑𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥) (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥)

2∞

𝑘=0

)

 
 

1

2

}
 
 

 
 

𝜔(𝑓; 𝛿) 

≤ {1 +
1

𝛿
√𝐿𝑛

𝜏 ((𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥))2; 𝑥)}𝜔(𝑓; 𝛿) 

olacaktır. Burada 𝛿 ≔ 𝛿𝑛, (14) şeklinde alınırsa ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) alalım. Bu durumda 

|𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝑥)| ≤ 𝑀(𝛿𝑛)

𝑎                                                                                                               (20) 

olur. Burada 𝛿𝑛, (14) şeklinde seçilmiştir. 

𝐿𝑖𝑝𝑀(𝛼) ile 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛼 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyon uzayı gösterilmektedir [22]. 

 

İspat. 𝐿𝑛
𝜏 operatörlerinin tanımı ve Hölder eşitsizliği yardımıyla 

|𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝑥)| 
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≤
1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∑𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥) |(𝑓 ∘ 𝜏−1) (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛) − (𝑓 ∘ 𝜏

−1)(𝑥)|

∞

𝑘=0

≤ 𝑀
1

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∑ |
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥|

𝛼

2

𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥)

∞

𝑘=0

 

≤ 𝑀

(

 
 
∑(

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥)

2 𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥)

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∞

𝑘=0

)

 
 

𝛼

2

(

 
 
∑

𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑥)

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

∞

𝑘=0

)

 
 

2−𝛼

2

 

≤ 𝑀(𝐿𝑛
𝜏 ((𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥))2; 𝑥))

𝛼

2  

elde edilir. Burada 𝛿𝑛 ≔ 𝐿𝑛
𝜏 ((𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥))2; 𝑥) (14) ile elde eşitlik yardımıyla alınırsa ispat tamamlanır. 

 

Lemma 3. 𝑓 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) olsun. Bu durumda 

|𝐿𝑛
𝜏 (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)| ≤ 𝛾𝑛(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵                                                                                                           (21) 

gerçeklenir. Burada 

𝛾𝑛(𝑥) =

𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝑉𝑛
𝜏(𝑥)2 +

𝑏𝑛
𝑛

(𝐴(1) + 2𝐴′(1))𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝑉𝑛
𝜏(𝑥) 

+
𝑏𝑛
2

𝑛2
𝐴′(1) + 𝐴′′(1)

𝐴(1)
− 𝜏(𝑥)2 

şeklindedir. 

Ayrıca 𝐶𝐵
2[0,∞) uzayı ile [0,∞) aralığında 𝑓, 𝑓′ ve 𝑓′′ fonksiyonlarının sürekli olduğu uzay temsil 

edilmektedir. 

 

İspat. 𝑓 fonksiyonunun Taylor açılımı ve 𝐿𝑛
𝜏  operatörünün lineerliği kullanılırsa 𝐿𝑛

∗  operatörü 

𝐿𝑛
∗ (𝑔; 𝑥) − (𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥)) = (𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))𝐿𝑛(𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥); 𝑥) 

+
1

2
(𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))𝐿𝑛 ((𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑥))

2
; 𝑥) 

ile tanımlanır. Burada  

𝑉𝑛
𝜏(𝑥) =

𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

(𝜏(𝑥) −
𝑏𝑛
𝑛

𝐴′(1)

𝐴(1)
)                                                                                                        (22) 

şeklindedir. Buradan 𝐿𝑛
∗  operatörü 

𝐿𝑛
∗ (𝑓; 𝑥) ≔

1

𝐴(1)𝐵(
𝑏𝑛

𝑛
𝑉𝑛
𝜏(𝑥))

∑𝑝𝑛,𝑘
𝜏 (

𝑛

𝑏𝑛
𝑉𝑛
𝜏(𝑥)) (𝑓 ∘ 𝑉𝑛

𝜏(𝑥)−1) (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

∞

𝑘=0

 

şeklinde yazılmaktadır. Şimdi 𝐿𝑛
∗  operatörünün merkezi momentleri elde edilecektir. 

𝐿𝑛
∗ (1; 𝑥) ≔ 1 



Gürhan İçöz, Hatice Eryiğit / GÜFFD, 3(1): 44-53(2022) 

52 

 

𝐿𝑛
∗ (𝑉𝑛

𝜏; 𝑥) ≔ 𝜏(𝑥) 

𝐿𝑛
∗ ((𝑉𝑛

𝜏)2; 𝑥) ≔

𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

(𝑉𝑛
𝜏)2 +

𝑏𝑛
𝑛

(𝐴(1) + 2𝐴′(1))𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

(𝑉𝑛
𝜏)

+
𝑏𝑛
2

𝑛2
𝐴′(1) + 𝐴′′(1)

𝐴(1)
 

𝐿𝑛
∗ ((𝑉𝑛

𝜏 − 𝜏)2; 𝑥) =

𝐵′′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝑉𝑛
𝜏(𝑥)2 +

𝑏𝑛
𝑛

(𝐴(1) + 2𝐴′(1))𝐵′ (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝐴(1)𝐵 (
𝑛

𝑏𝑛
𝜏(𝑥))

𝑉𝑛
𝜏(𝑥) 

+
𝑏𝑛
2

𝑛2
𝐴′(1) + 𝐴′′(1)

𝐴(1)
− 𝜏(𝑥)2. 

bulunur. Yukarıdaki eşitlikler aşağıda kullanılırsa 

|𝐿𝑛
∗ (𝑔; 𝑥) − (𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))| ≤ ‖𝑔′‖𝐿𝑛

∗ (𝑉𝑛
𝜏 − 𝜏) +

1

2
‖𝑔′′‖𝐿𝑛

∗ ((𝑉𝑛
𝜏 − 𝜏)2; 𝑥) 

|𝐿𝑛
∗ (𝑔; 𝑥) − (𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))| ≤

1

2
‖𝑔′′‖𝐶𝐵𝛾𝑛(𝑥) ≤ 𝛾𝑛(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵 

ispat bu şekilde çözüme ulaşır. 

 

Teorem 5. 𝑓 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) olsun. O takdirde  

|𝐿𝑛
∗ (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀𝜔2(𝑓, √𝛾𝑛)                                                                                                             (23) 

bulunur. Burada 𝛾𝑛, (22) şeklindedir. 

 

İspat. 𝑔 ∈ 𝐶𝐵
2[0,∞) için 

|𝐿𝑛
∗ (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))|  

≤ |𝐿𝑛
∗ (𝑓; 𝑥)−𝐿𝑛

∗ (𝑔; 𝑥)| + |𝐿𝑛
∗ (𝑔; 𝑥) − (𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))| + |(𝑔 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥)) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝜏(𝑥))| 

≤ 2‖𝑓 − 𝑔‖𝐶𝐵 + 𝛾𝑛(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵 

≤ 2(‖𝑓 − 𝑔‖𝐶𝐵 + 𝛾𝑛(𝑥)‖𝑔‖𝐶𝐵) 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının da infimumu alınırsa 

|𝐿𝑛
∗ (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝑥)| ≤ 2𝐾(𝑓; 𝛾)  

eşitsizliği bulunur. Peetre K fonksiyoneli ve ikinci süreklilik modülü arasındaki ilişki kullanıldığında 

|𝐿𝑛
∗ (𝑓; 𝑥) − (𝑓 ∘ 𝜏−1)(𝑥)| ≤ 2𝑀𝜔2(𝑓, √𝛾𝑛),  

elde edilir ki ispat tamamlanmış olur. 

 

ÇIKAR ÇATIŞMASI/ÇAKIŞMASI BİLDİRİMİ 

 

Yazarlar arasında çıkar çatışması/çakışması bulunmamaktadır. 
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