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OZET

Bir kokli aga¢ otomorfizminin kendine benzerlik kavrami (Sidki, 1998; Nekrashevych, 2005) de verilmektedir. (Saltan ve
Demir, 2013) de, yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS) anlaminda kendine benzer gruplar tamimlanmakta ve bu gruplarin
ozellikleri ayrintili olarak incelenmektedir. Bu ¢alismada, YFS anlaminda kendine benzer grup ve aga¢ otomorfizminin
kendine benzerlik kavramlarinin birbirlerini gerektirmedigi gosterilmektedir. Ayrica bu iki tanimin bazi benzer ve farkli
taraflar1 arastirilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Agag¢ otomorfizmi, Yinelemeli fonksiyon sistemi, Fraktal

SOME RELATIONS BETWEEN SELF-SIMILAR GROUPS IN THE SENSE OF IFS AND
TREE AUTOMORPHISM

ABSTRACT

The notion of self-similarity of the automorphism group of a rooted tree is given in (Sidki, 1998; Nekrashevych, 2005). We
define self-similar groups in the sense of iterated function system (IFS) in (Saltan ve Demir, 2013) and we investigate the
properties of these groups in detail. In this paper, we show that two notions of self-similarity do not imply each other.
Moreover, we examine similar and different sides of these two definitions.
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1. GIRIS

Dogadaki pek ¢ok sekil dogru, kare, tiggen, dikdortgen ve gember gibi diizgiin sekillerden olusmazlar.
Fraktallerin fikir babasi olarak bilinen B. Mandelbrot “Bulutlar kiire degildir, daglar koni degildir,
sahiller ¢cember degildir, agac kabuklari diizgiin degildir ve yildirim ise bir diiz ¢izgi boyunca hareket
etmez” sozii ile diizgiin olmayan sekillerin ve doganin geometrisi olarak bilinen fraktal geometrinin
Onemini anlatir [1]. Fraktallerin kesin bir tanimi olmamakla beraber, ¢ogu fraktal kiime kendine
benzerlik gibi ortak bir 6zelligi sahiptir. Kendine benzerlik 6zelligi seklin kiigiik parcalarimin seklin
tamamina benzemesidir. Kendine benzer fraktalleri elde etmek i¢in en 6nemli yollardan biri ise tanimi
ve teorisi ilk olarak Hutchinson tarafindan verilen ve daha sonra Barnsley tarafindan gelistirilen
yinelemeli fonksiyon sistemleridir (YFS). Kendine benzerligi en iyi ifade eden ve en iyi bilinen
kiimeler olarak Cantor kiimesi, Sierpinski iiggeni, Koch egrisi ve Sierpinski halis1 verilebilir [2-4].

Giinliimiizde fraktallerin matematik, biyoloji, fizik, tip ve finans gibi bir¢gok uygulama alanlar1 vardir.
Ozellikle bu alanlardan son on yilda en popiiler olanlarindan biri de geometrik grup teorisi iizerinedir.
Tanim 1 de verilen kendine benzer otomorfizm gruplarin temeli Sidki, Nekrashevych, Grigorchuk ve
Bartholdi’ nin g¢alismalarindan olusturmustur. Daha sonra birgok bilim adami bu konu iizerinde
arastirmalar yapmistir. Koklii agacin otomorfizm grubunun fraktallerle iliskileri incelenmistir. Bu
caligmalarda genellikle bu gruplarin cebirsel dzellikleri 6n plana ¢ikmaktadir [5-7].
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Saltan ve Demir ise son yillarda bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak yazilabilen
gruplar aragtirmaktadir [8-10]. Bu anlamda ilk tanim $. Kogak tarafindan verilmistir [11]. Tanim 2 ve
Tanim 3’ i saglayan gruplarin bir YFS nin atraktorii olarak yazilabildigi gosterilmis ve bu gruplarin
temel Ozelliklerini ayrintili olarak incelenmistir. Bu tanimlarin, kendine benzer gruplarin en énemli
elde edilis yontemlerinden biri olan YFS ile dogrudan iliskisi oldugundan geometrik olarak dnemli bir
yere sahiptir.

Bu kavramlar anlagildiktan sonra, ilk olarak Tanim 1’1 saglayan gruplarin Tanim 2 yi veya Tanim 3 i
saglaylp saglamadigi veya bunun tersinin her zaman gecerli olup olmayacagi sorulari ortaya
cikmaktadir. Bu calismada ise 6zellikle bu sorularin cevabi verilecek ve bu iki farkli kendine benzerlik
taniminin bazi ortak ve farkli yonleri drnekleriyle gosterilecektir. Ayrica, bu konuyla ilgili cevabini
bekleyen bazi acik sorular ifade edilecektir.

2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boéliimde kendine benzer gruplarin tanimlarint vermeden 6nce bu gruplar ifade etmek icin gerekli
olan bazi temel tanimlari, teoremleri ve kavramlari ifade edecegiz.

Sonlu bir X kiimesi (alfabesi) igin, bos kelimeyi igeren X alfabesi tizerindeki biitiin sonlu kelimelerin
kiimesi,
X' = {xgx1x3...Xp | x; € X,m = 0}

tarafindan belirtilir. v = xgx1x,...x, € X kelimesinin uzunlugu m + 1 dir ve |v| ile gosterilir.
vq,v, € X* kelimelerin ¢arpimi dogal olarak v; v, ug uca eklemesi olarak tanimlanir. Agik olarak X*
kiimesi derecesi m 4+ 1 olan sonlu diizgiin koklii agacin kdse kiimesidir. Bu agacta iki kdgenin bir
kenar tarafindan baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart v € X* ve x € X olmak iizere bu iki
kosenin v, vx formunda olmasidir. @, X* agacinin kokiidiir ve bu agacin n. seviyesi ise X" ile
gosterilir.
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Sekil 1. m + 1-li koklii agacin ilk {i¢ seviyesi

Sonlu X alfabesi igin X* agacinin siniri, biitiin sonsuz uzunluklu kelimelerin kiimesi olan
X® = {xox1 x5 ... |x; € X}
kiimesidir.
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Eger bir f: X* — X* doniisiimi kokii ve kdselerin baglantiligini koruyor ise agacin bir endomorfizmi
denir. Birebir ve oOrten endomorfizm ise otomorfizm olarak adlandirilir ve X* agacmin tiim
otomorfizmlerinin grubu Oto(X™) ile gosterilir.

g:X* — X*, X" agacmn bir endomorfizmi olsun. v,w € X* olmak iizere gp,: X" — X*
endomorfizmi, g nin X* agacinin v kosesine kisitlanmigidir ve

glww) = gw)gp(w)
kosulu ile tek tiirlii tanimlidir.

G < Oto(X™), X* koklii agacinin bir otomorfizm grubu olsun. v € X* i¢in kdse sabitleyeci alt
grubu

G, ={9g€eG|lgw) =v}

kiimesidir. n. seviye sabitleyici alt grubu ise
stem =[] G

vEXN
kiimesidir. X™* koklii agacinin otomorfizimleri ile ilgili islemleri daha kolayca yapmak igin farkli
yontemler vardir. Ayrintilarini [7] de bulabileceginiz ve bu calismada kullanacagimiz bir metodu
asagida kisaca acikliyoruz:

H, X tzerine permiitasyonlar ile etki eden bir grup ve G keyfi bir grup olsun. G ¢ H ile gosterilen
biikiim ¢arpim G¥* % H yaridirekt carpmmudir. X = {0,1,2,...,m} ve gi,hi €G, a,f € H ve a(i),
anin etkisi altindai nin gorintiisii olmak tizere G¢H  nin (go,...,gm)a ve (hgy,...,hp)B
elemanlarinin ¢arpim kuralz;

Gos- - gmda(ho, ..., hin)B = (goha(oy -+ » Gmham))aB
ile verilir. X in biitin permiitasyonlarinin grubu S, olsun. a permiitasyonu , g nin X < X™ {izerinde
etkisi olmak tlizere,
@:0to(X™) — Oto(X")1Sq, @(9) = (g0 9j1,-- gm) @
doniisiimii bir izomorfizmdir. Béylece Oto(X™) m her g elemani, g = (gjo, g1, - »gm ) @ Olarak
ifade edilebilir.

[7] de, bir kokli agacin otomorfizm grubunun kendine benzerligi asagidaki gibi verilmektedir:

Tamm 1: G, X* koklii agaciin bir otomorfizm grubu olsun. Her g € G ve v € X™ i¢in g|,, € G ise
G ye kendine benzerdir denir.

Bu gruplarm en temel 6rnekleri olarak Adding Machine grup, Grigorchuk grup ve Sonsuz Dihedral
grup verilebilir. Ayrica tanimdan agiktir ki Oto(X™) grubunun kendisi de bu anlamda kendine
benzerdir. Bu 6rnekler ayrintili olarak [6,7] ¢alismalarinda incelenmektedir.

Adding Machine Grup: X ={0,1,2,..., m} ve ¢ = (012 ...m) olmak iizere a = (1,1, ...,1,a)c ile
m
verilen otomorfizmin iirettigi grup adding machine grup olarak adlandiriimaktadir.

Acik olarak, bu otomorfizm m = 1 durumunda ikili agacin ilk seviyesindeki kdseleri degistirir. Ilk

seviyenin sol kdosesine kisitlanmisi birim otomorfizm, sag kosesine kisitlanmigi ise yine a
otomorfizmidir ve Sekil 2 deki gibi resmedilebilir.
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Sekil 2. a otomorfizminin ikili agaca etkisi

Oto(X™) lizerinde, otomorfizlerin agacin seviyelerini degistirmelerine gore farkli ama denk metrikler
tanmimlanabilir. g4, g, € Oto(X™) olsun.n = 0,1,2, ..., k olmak lizere, g, ve g, arasindaki uzaklik

0 g1= gaise
d(g1, =31 - - 1 1
(91.92) {z_k 81782 € Storox) (), 81782 & Stororx (k + 1) ise @

olarak verilsin. Yani, g, ve g, otomorfizmlerinin agacin ilk k. seviyesinin tim koselerindeki etkisi
ayni, fakat (k + 1). seviyesindeki koselerin en az birisindeki etkisi farkli ise g; ve g, arasindaki

uzaklik zlk olsun. Boylece (Oto(X™), d) bir kompakt metrik gruptur.

Not: G ,0to(X™) grubunun kendine benzer bir alt grubu ise, G nin kapanisinin da kendine benzer
oldugu [7] de verilmektedir. Boylece yukarida verilen kendine benzer grup 6rneklerinin d metrigine
gore kapaniglari da Tanim 1 anlaminda kendine benzerdir.

Simdi YFS anlaminda kendine benzer gruplar1 tanimlamak i¢in gerekli kavramlar1 kisaca verelim.

X tam metrik uzayi iizerinde bir yinelemeli fonksiyon sistemi (YFS), biiziilme doniigiimlerinin
sonlu kiimesidir. {f, f5 ,..., fn}, X lizerinde bir YFS ise

n
Urs=s
i=1
olacak sekilde X in bos kiimeden farkl: bir tek kompakt alt kiimesi vardir. Bu S kiimesi, ilgili YFS nin

atraktorii veya kendine benzer kiime olarak adlandirilir. Bu konunun detaylari [2-4] de verilmektedir.

Ik olarak S. Kogak [7] tarafindan ifade edilen YFS anlaminda kendine benzer grup tanimi klasik
anlamda bir fraktal kiimenin kendine benzerliginin bir grup yapisi lizerinde uygulanmisidir. Bu
durumda, boyle bir grup kendisine homomorf olan 6z alt gruplara sahiptir.

Tamm 2: (G,d) kompakt topolojik grup ve d oteleme altinda degismeyen bir metrik olsun. Eger G
nin kendisinden farkli sonlu indeksli bir H alt grubu ve ilgili d metrigine gore biiziilme olan ¢: G —
H orten homomorfizmi var ise G grubuna kendine benzer gruptur denir.

[9] da kuvvetli kendine benzer grup tanimi asagidaki gibi verilmektedir:
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Tamm 3: (G,d) kompakt topolojik grup ve d dteleme altinda degismeyen bir metrik olsun. Eger G
nin kendisinden farkli sonlu indeksli bir H alt grubu ve ilgili d metrigine gore biiziilme olan ¢: G —
H grup izomorfizmi var ise G grubuna kendine benzer gruptur denir.

Tanim 2 ve Tamim 3 anlaminda kendine benzer gruplarm Ozelikleri ayrintili olarak [9] da
incelenmektedir.

3. KENDINE BENZER GRUPLAR ARASINDAKI BAZI iLISKISLER

Bu bolimde Tanim 1 ve Tanim 2-3 anlaminda kendine benzer gruplarin bazi benzer ve farkli
oOzelliklerini inceleyecegiz.

Onerme 1. Tanim 2 ve Tanim 3 anlaninda kendine benzer gruplar bir YFS nin atraktoriidiir.
Kamt. [8] ve [9] da ayrintili olarak verilmistir.

Not 1: Onerme 1 den dolay1 Tanim 2 ve Tanim 3 anlamindaki her kendine benzer grup bir YFS nin
atraktorii olarak yazilabilir. Bu yiizden, bu gruplar YFS anlaminda kendine benzer gruplar olarak
adlandirilmaktadir.

Onerme 2. Tanim 1 anlaminda her kendine benzer grup bir YFS nin atraktorii degildir.

Kamt. Adding Machine grubu, Tanim 1 anlaminda kendine benzer gruplarin en temel 6rneklerinden
biridir ve sonsuz mertebeli tek tiretegli oldugundan dolayr Z ye izomorftur. Bir grubun bir YFS nin
atraktorii olmasi icin dncelikle kompakt bir kiime olmasi gerekir. 11k olarak, Adding Machine grubun
(Oto(X™),d) kompakt topolojik uzaymin kompakt bir alt kiimesi olmadigin1 gosterelim. Bunun igin
A # A oldugunu gostermek yeterlidir. Adding Machine grubun kapanisi, derecesi p olan diizgiin
koklii agag iizerindeki uygun bir seviye metrigi ile p — sel tam sayilar grubu olan Z,, ye izomorftur
[12]. Acik olarak goriiliir ki, Adding Machine grubu kompakt degildir ve Tanim 1 anlaminda her grup
bir YFS nin atraktorii olarak yazilamaz. Ayrica, Grigorchuk grubunun kapanisini da kendisinden farkli
oldugundan, farkli bir 6rnek olarak verilebilir.

Sonug 1: Tanim 1 anlaminda her kendine benzer grup bir YFS nin atraktorii olarak yazilamadigindan
dolay1, Tanim 2 veya Tanim 3 anlaminda kendine benzer bir grup degildir.

[7] de Y. Teorem 2.9.4 den Tanim 1 anlaminda kendine benzer grubun kapanisi da bu anlamda
kendine benzer oldugu gosterilmektedir. Ayrica kompakt bir metrik uzayin kapali alt kiimesinin de
kompakt oldugunu biliyoruz. Boylece, Adding Machine grup, Grigorchuk grup ve Sonsuz Dihedral
gibi Tanim 1 anlaminda ¢ok iyi bilinen gruplarin kapaniglari da kompakttir. [10] da Adding Machine
grubunun ilgili seviye metrigine gore kapamiginin bir YFS nin atraktorii olarak yazilabilecegini
gosterilmistir.

Onerme 4: Tanim 2 ve Tamim 3 anlaminda kendine benzer bir grubun hem izometri ve izomorfizm
doniisiimii altindaki goriintiisii de bu anlamda kendine benzer bir gruptur.

Kamt. [8] ve [9] da ayrintili olarak verilmistir.
Onerme 5: Tanim 1 anlaminda kendine benzer bir grup, grup izomorfizmi altinda korunmaz.

Kanit. S,, X = {0,1} kiimesi iizerinde simetrik grup ve o = (01) € S, olmak iizere g, X*
iizerinde,
g = (1,(1,9)0)

biikiim tekrarlamasi ile tanimli1 doniistimii olsun.
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Sekil 3. g otomorfizminin ikili agacinin ilk dort seviyesine etkisi

Sonsuz mertebeli tek iiretecli her grup Z ye izomorftur. Oncelikle g déniisiimiiniin X* iizerinde sonsuz
mertebeli oldugunu gosterelim. g nin mertebesinin sonlu oldugunu kabul edelim. Bu durumda, g ¥ =
1 olacak sekilde k € N sayist vardir ve k sayist bu 6zelligi saglayan en kiigiik dogal sayidir. Iki
durum s6z konusudur.

* k ¢ift olsun. Bu durumda k = 2l olacak sekilde [ € N sayisi vardir. Boylece
1=g*=g%=(1(@19)0)*
= (1, (1, 9)0), (1, (1, g)o))
= (1.1,(1,9)a(1, g)o)’
(1, (L, 9)-(g, Do?)
= (L (g, 9"
=1L(g4a')
elde edilir. Bu durumda g ! = 1 olmak zorundadir. Bu ise k nin en kiigiik olmas ile gelisir. O halde k
cift olamaz.

e k tek olsun. Bu durumda k = 2l + 1 olacak sekilde [ € N sayis1 vardir. Buradan
1= g k — g 2l+1 — (1' (1’g)0.)21+1
= (L, (1,9)9)*(1,(1,9)9)
=(1L(g%9" DA (1, 9)0)
— (1, (g l'g l+1)o.)
elde edilir. Bu ise agacin ikinci seviyesinin sag dalininki kdselerin degismesi demektir. Bu ise g
nin birim otomorfizm olmasi ile ¢elisir. O halde k tek olamaz.

21+1

Boylece g sonsuz mertebelidir ve G = (g), Z ye izomorftur. Agik olarak, g|; = (1, g)o dir. Fakat
G, tanimindan dolay1 agik olarak birinci seviyeyi degistiren hi¢bir elemana sahip olmadigindan g|; €
G dir. Bu ise G nin kendine benzer bir otomorfizm grubu olmamasi demektir.

Simdi ikili agaca etki eden a = (1,a)o ile verilen otomorfizmin iirettigi grup olan kendine
benzer gruplarin en temel orneklerinden adding machine grubunu alalim. Acik¢a A = Z oldugundan
A = (G elde edilir. Bu ise Tanim 1 anlaminda kendine benzerligin izomorfizm altinda korunmamasi
demektir.

Simdi bu gruplarin ortak bir 6zelligini verecegiz:
Onerme 6: YFS anlaminda kuvvetli kendine benzer grup bir profinite gruptur.

Kamt. [9] da ayrintili olarak verilmektedir.
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Tanim 1 anlaminda kendine benzer grubun kapanisi da profinite grup oldugu asikardir. Koklii diizgiin
agacin otomorfizmler grubunun bir alt grubu olan Adding Machine grubunun kapanisinin Tanim 1 ve
Tanim 2-3 anlaminda kendine benzer bir grup oldugunu [10] da gosterilmektedir.

Onerme 7: YFS anlaminda her kendine grup Tanim 1 anlaminda kendine benzer bir grup degildir.

Kamt. S,, X = {0,1} kiimesi iizerinde simetrik grup, o = (01) € S, ve a = (1,a)c adding
machine otomorfizmi olmak iizere;

A =<b=(1,a) >
grubunu tanimlayalim.

Sekil 4. (1, a) otomorfizminin ikili agaca etkisi
F:A- A", F(a) = (1,a)

olarak tanimlanan doniisimii diisiinelim. Agik olarak F bir grup izomorfizmidir. [10] da Adding
machine grubunun kapanisi olan A nin YFS anlaminda kendine benzer grup oldugu gésterilmistir. A’
iizerinde tanimlanan uygun bir seviye metrigi ile Onerme 4 kullamlarak A" ninda YFS anlaminda
kendine benzer grup oldugu gosterilebilir. Fakat bu kiimenin higbir elemaninin agacin birinci
seviyesindeki koselerini degistirmeyecegi aciktir. Boylece b|; = a = (1, a)o otomorfizmi, agacin
birinci seviyesindeki koseleri degistirdiginden A’ nin bir elemani olamaz. Yani, A’ Tamm 1 anlaminda
kendine benzer grup degildir.

Acik Soru 1: Grigorchuk grubun kapamiginin bir YFS nin atraktdrii olarak yazilip yazilmadig
bilinmemektedir. Daha genel olarak Tanim 1 anlaminda kendine benzer grubun kapanisi daima bir
YFS nin atraktorii olarak yazilip yazilmadig bilinmemektedir.

Acik Soru 2: Hangi kosullar altinda YFS kendine benzer grup tanimlar ile aga¢ otomorfizminin
kendine benzerlik taniminin birbirini gerektirdigi bilinmemektedir.

4. SONUC

Tamim 1 anlaminda kendine benzerlik kavrami son yillarda yapilan 6nemli ¢alismalar ile 6zellikle
cebirsel yonii ile literatiirde yerini almigtir. YFS anlaminda kendine benzer grup kavrami ise klasik
fraktallerin en 6nemli elde edilis yontemi olan yinelemeli fonksiyon sistemleri ile dogrudan iliskili
oldugundan bu anlamda geometrik agidan ¢ok onemlidir. Bu tanimlarin bazi benzer ve farkli yonleri
ilk olarak bu makalede ele alinarak, yeni arastirmalara yol gostermesi agisindan katki saglamaktadir.
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TESEKKUR

Bu calismada ilk yazar 1404F209 numarali Anadolu Universitesi Bilimsel Arastirma Projesi
tarafindan desteklenmistir.
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