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ÇOKLU DO�RUSAL REGRESYONDA ETK�L�
GÖZLEM GRUPLARININ SAPTANMASI �Ç�N

LER�N�N

Irmak A R* H AMGAM1

**

ÖZET

egresyonda etkili e gözlem grupl n de�erlerinde önemli 
de farkl�la� neden olabilir rkl�la�malar modelin 

�klanabilirli�ini çin veri kümesi li gözlem veya gözlem
plar�n�n saptanm syon analizinin i aç�s�ndan önemlidir.

��mada et em gruplar�n�n mas� için kullan�lan
OVRATIO, Cook istatistikleri ve grafik yöntemi incelenmi�tir. Bu 
ntemler, iki gözle an etkili bir göz i kümesinde 

u gözlem grubunu ak saptama ora  kar��la�t�r�lm��t�r.

Anahtar Kelimeler: Etkili , Simülasyon tatistikleri.

1. G�R��

Regresyonda, gözlemlerden biri veya birka  veri kümesinin geneline uymayabilir. Bu 
tip gözlemler ayk�r� gözlemler (outliers) olarak adland�r�l�r. Baz� ayk�r� gözlemler ise
mutlak de�erce anormal büyüklükte art�klara sahip olabilir ve bunlar regresyon 
sonuçlar�n� olumsuz yönde etkileyebilir. Bir veri kümesinde, regresyon 
parametrelerinin En Küçük Kareler (EKK) tahminlerinde önemli derecede
farkl�la�malara neden olan gözlemler, etkili gözlemler olarak tan�mlan�r. Etkili 
gözlemler için bir ba�ka tan�m ise, veri kümesinde bir etkili gözlem mevcutken ilgili 
gözlemin veri kümesinden ç�kart�lmas� sonucu regresyon tahminleri farkl�la��yorsa bu 
gözlem etkili gözlemdir biçiminde verilebilir  (Cook, 1977; Montgomery vd., 2001). 

Etkili gözlemlerin art�klar� mutlak de�erce oldukça büyük olduklar� için, bunlar art�k
areler toplam� de�erinin büyümesine neden olur. Bundan dolay� bu gözlemler,
elirleme katsay�s� ve regresyon katsay�lar�n�n standart hatalar� gibi modele ili�kin
tatistikler üzerinde olumsuz yönde etkide bulunur. Bu yüzden etkili gözlemlerin
ptanmas� ve saptand�ktan sonra, bu gözlemlerin etkisinin azalt�lmas� için gerekli
��rl�kland�rmalar�n yap�lmas�, yap�lan regresyon analizinin daha verimli olmas�
ç�s�ndan önemlidir.

tkili gözlemler üzerinde ilk kez Cook (1977) taraf�ndan çal���lm��t�r. Son otuz y�lda bu 
landa birçok çal��ma yap�lm��t�r. Bu süreç içerisinde etkili gözlemlerin saptanmas� için 
irimlerin tek tek incelenmesinin yan� s�ra birimlerin gruplar halinde incelenmesinin de 
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önemi ortaya ç�km��t�r. Literatürde etkili gözlemlerin saptanmas� için önerilen tan�
istatistikleri be� ba�l�k alt�nda toplanabilir. Bunlar 

� Art�klara dayal�,
� �apka (Projeksiyon, Hat) matrisine dayal�,
� Güven elipsoitlerinin hacmine dayal�,
� Etki e�risine dayal
� K�smi etkil Hadi, 1986).

tatistiklerinden biri Student-Türü Art�klar’d�r. Student-Türü Art�klar, ayk�r� gözlemleri 
elirlemenin yan�nda, etkili gözlemlerin belirlenmesi için de kullan�l�r. Bu yöntemde

li derecede büyük de�erli Student-Türü Art�klar’a sahip gözlemler etkili gözlemler
olarak de�erlendirilebilir. Dahili ve R-Student Türü olarak ikiye ayr�lan Student-Türü 
Art�klar, Margolin (1977) ve David (1981) taraf�ndan tart���lm��t�r.

Hoaglin ve Welsch (1978) ayk�r� gözlemlerin ve etkili gözlemlerin belirticisi olan 
yüksek dereceli kald�raç noktalar�n� (high leverage points) saptamak için projeksiyon 
matrisi olarak da bilinen, �apka Matrisi’nin kö�egen elemanlar�n�n kullan�labilece�ini
belirtmi�lerdir. Bu matrisin kö�egen elemanlar�  ile gösterilir ve kald�raç de�eri
olarak bilinir.

Güven elipsoitlerinin hacmine dayal� tan� istatistiklerine Andrews-Pregibon (1976)
taraf�ndan önerilen Andrews-Pregibon istatisti�i örnek verilebilir. Ayr�ca Belsley vd. 
(1980) taraf�ndan önerilen kovaryans oranlar�na dayal� COVRATIO istatisti�i de
oldukça kullan��l�d�r. Cook ve Weisberg  (1982) taraf�ndan geli�tirilen iki tan� istatisti�i
olan; Ençok Olabilirlik Uzakl��� ve Cook-Weisberg �statisti�i de güven elipsoitlerin
hacmine dayal� istatistiklerdendir.

Uygulamada s�kça kullan�lan ve Cook (1977) taraf�ndan önerilen Cook Uzakl���, etki 
e�risi (influence curve/f �risi
(sample influence curv istiktir. Gözlem silme

�� h

mlerin incelenmesinde, �apka
atrisinin ayr��t�r�lmas�yla elde edilen

� ve
ili�e dayal� tan� istatistikleridir (Chatterjee ve

Bu tan� istatistiklerinin ço�unda gözlem silme tekni�i kullan�lmaktad�r. Gözlem silme
tekni�inde, bir gözlem veya gözlem kümesi veri kümesinden ç�kart�ld�ktan sonra 
regresyon modeline ili�kin istatistiksel sonuçlar�n nas�l etkilendi�i incelenir.

ilinen e  art�klar�na dayal� olan ve ayk�r� gözlemlerin saptanmas�nda kullan�lan tan�B i

is
b
önem

iih

unction) kavram�n�n örnek uyarlamas� olan örnek etki e
e/function) kavram na dayal� bir istat�

tekni�ine dayal� olan Cook Uzakl� em tek ba��na etkili olan gözlemleri, hem de 
ortak etkilili�e sahip gözlem kümelerini saptamada kullan�l�r. Ayr�ca bu tan�
istatisti�inin de�i�tirilmi� bir biçimi olan Düzeltilmi� Cook Uzakl��� da etkili
gözlemlerin tespit edilmesinde kullan�lan di�er bir istatistiktir (Cook ve Weisberg,
1982). Bunlara ek olarak etkili gözlemlerin saptanmas�nda Belsley vd. (1980) 
taraf�ndan geli�tirilen ve gözlem silme tekni�ine dayal� iki kullan��l� tan� istatisti�i olan 
DFBETAS ve DFFITS istatistikleri de etki e�risinden türetilmi� istatistiklerdir.

Yüksek dereceli kald�raç noktalar�n�n ve etkili gözle
m .j  de�i�kenin, gözlemin  de�erine katk�s�n�

�raç de�eri (partial leverage) ve bu katk�n�n görsel olarak 
rafi�i (partial residuals plot) de kullan�lmaktad�r. Hoaglin

ve Welsch (1978) ve Chatterjee ve Hadi (1986) k�smi kald�raç de�erleri ve k�smi art�k
grafi�i ile etkili gözlemlerin bulunmas� konusu üzerine çal��m��lard�r.

.i iih
ölçmeye yarayan k�smi kald
incelenebildi�i k�smi art�k g
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Altunkaynak ve Ekni (2002), çok de�i�kenli do�rusal regresyonda etkili gözlem 
vektörlerinin saptanmas� için, do�rusal s�n�rlamalar, izdü�üm teorisi ve genelle�tirilmi�
Cook Uzakl���’ndan olu�an üç a�amal� bir yöntem önermi�lerdir. Bu yönteme dayal�
olarak Altunkaynak (2003) çoklu do�rusal regresyonda etkili gözlemlerin saptanmas�
için yeni ve hesaplama kolayl��� sa�layan bir yöntem geli�tirmi�tir.

Etkili gözlemlerin saptanmas� için bir ba�ka yöntem de ba��ml� de�i�kene kar��
a��ms�z de�i�ken için olu�turulan serpme diyagram�n�n incelenmesidir. Basit do�rusal

z de�i�ken say�s�n�n ikiden
zla oldu�u durumlarda ise serpme diyagram� boyut sorunundan dolay� olu�turulamaz.

dayan�r. Li vd. (2001) bu metodolojiyi hem
aha kolay bir yorumlamay� elde etmek, hem de hesaplamalarla di�er yöntemlere göre

daha az u�ra�mak amac�yla geli�tirmi�lerdir.

Etkili gözlem gruplar� incelenirken veri kümesinde regresyon tahminleri üzerinde ortak
etkisi olan gözlemler mevcut olabilece�i gibi bu tahminler üzerinde ko�ullu olarak
etkili olan gözlemler de bulunabilir. Son y�llarda ortak etkililik (joint influence) ve 
ko�ullu etkililik (conditional influence) kavramlar�na ba�l� olarak maskeleme
(masking) ve sürükleme (yan�lg�ya-dü�ürme, swamping) sorunlar� üzerinde 
durulmaktad�r. Maskeleme, iki ya da daha fazla etkili gözlemin bulundu�u bir veri 
kümesinde, bu etkili gözlemlerden birinin, di�er etkili gözlem veya gözlemleri veri
ümesinden tamamen atmadan etkili olarak saptanamamas� durumudur. Sürükleme ise 
tkili bir gözlemle, verinin geneline uyan bir ba�ka gözlemin etkili gözlem grubu olarak

saptanmas�d�r. Lawrance (1995) etkili gözlemlerin analizinde maskelemeyi ve 
rükleme sorunlar�n� incelemi�tir ve etkili gözlemler için bu sorunlar�n ayk�r�

el kavramlara yer verilmi�tir.
çüncü bölümde etkili gözlem gruplar�n�n saptanmas� için kullan�lan Cook uzakl���,

COVRATIO tan� istatistikleri ve yeni bir yöntem olan grafik yöntemi tan�t�lm��t�r.
Dördüncü bölümde ise bu yöntemler, literatürde tan� yöntemlerinin incelenmesi için 
s�kl�kla kullan�lan bir veri kümesi üzerinde incelenmi�tir. Cook Uzakl���, COVRATIO
istatistikleri ve grafik yönteminin simülasyon çal��mas�yla kar��la�t�r�lmas� be�inci
bölümde verilmi�tir. Son olarak alt�nc� bölümde de sonuç ve öneriler sunulmu�tur.

2. YÖNTEM

Bu bölümde çoklu do�rusal regresyon modeli, tan� yöntemlerine ili�kin temel
kavramlar ve baz� tan� yöntemleri verilmi�tir.

b
regresyonda bu serpme diyagram� iki boyutlu oldu�u için etkili gözlemler aç�k bir 
�ekilde belirlenir. Fakat ba��ms�z de�i�ken say�s� iki oldu�unda, ba��ml� de�i�kene
kar�� ba��ms�z de�i�ken için olu�turulan üç boyutlu serpme diyagram�ndan,
gözlemlerin genel e�ilimine uymayan noktalar görsel olarak saptanamayabilir. Çünkü 
bu üç boyutlu diyagramda bir hacim söz konusudur. Ba��ms�
fa
Bu zorlulu�u gidermek için Li vd. (2001) çoklu do�rusal regresyonda etkili gözlemlerin
saptanmas� için bir grafiksel yöntem geli�tirmi�lerdir. Bu yöntemdeki ana fikir yüksek 
boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu tan� grafiklerinin bir setine indirgeyerek,
bu grafiklerin görsel olarak incelenmesine
d

k
e

sü
gözlemlerdeki orijinal tan�mlar�yla ayn� olmad���n� vurgulam��t�r.

Çal��man�n ikinci bölümünde regresyonla ilgili tem
Ü
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2.1 Çoklu Do�rusal Regresyon Modeli 

Hata te n varsay�mlar alt�nda regresyon modeli E�itlik (1)’de verilen
biçimde tan�mlan�r.

rimi ile ilgili biline

Y X � �� � (1)

Bu modelde  boyutlu yan�t vektörü Y,1n� n p�  boyutlu ve p rankl� tasar�m matrisi X,
 boyutlu parametre vektörü 1p� �  ve 1n�  boyutlu 0 ortalamal� ve 2�  varyansl� hata 

vektörü de �  ile gösterilir. �  parametre vektörünün EKK tahmin edicisi olan �̂  için, 

� � 1ˆ T TX X X Y�
�

� (2)

oldu�u bilinir. Tahmin de�erlerinin vektörü  olmak üzere, art�k vektörü olan e
a�a��daki gibi tan�mlan�r.

Ŷ

1

ˆˆ

( ( ) )
( )

T T

e Y Y Y X
I X X X X Y
I H Y

�
�

� � � �

� �
� �

       (3) 

urada H, �apka matrisi olarak bilinir. B n n�  boyutlu olan �apka matrisinin kö�egen
elemanlar� ( ) ayk�r� ve etkili gözlemleri saptamada kullan�l�r (Hoaglin ve Welsch,
1978). Böylece �apka matrisi,

(4)

ile verilir. Simetrik ve e�güçlü bir matris olan H matrisinin  kö�egen eleman�na
ar��l�k gelen de�er  ile gösterilir ve kald�raç de�eri olarak adland�r�l�r. Hoaglin ve

iih

1( )T TH X X X X��

.i
k ii

Welsch (1978) .i  gözleme kar��l�k gelen kald�raç de�erinin
h

2 p n ’den büyük olmas�
unda, bu gözlemi yüksek dereceli kald�raç noktas� olarak tan�mlam��lard�r.durum

 gözleme kar��l�k gelen kald�raç de�erinin hesaplanmas� için alternatif bir formül,

      (5) 

olarak verilir. Burada 

.i

1( )  ,             ( 1, 2,..., )T T
ii i ih x X X x i n�� �

ix  vektörü, X matrisinin i. sat�r�d�r.  de�erlerinin özelli�i
k parametre say�s� olan 

iih
toplamlar�n�n tahmin edilece p ’ye e�it ve  olmas�d�r
(Hoaglin ve Welsch, 1978). 

Veri kümesinin geneline uymayan gö rin belirle de kullan�lan di�er
istatistiklerden ikisi Dah  R-Student Türü Art�klar’d�r. B ahili Student-
Türü Art�k,  ile göste

0 1iih� �

zlemle nmesin
unlardan Dili ve

ir rilir ve
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� �
        , ( 1,2,..., )

ˆ 1
i

i
ii

er i
h�

� �
�

n       (6) 

ile verilir. Do�rusal bir modelde, Dahili Student-Türü Art�klar ortalamas� 0 ve varyans�
1 olan normal da��l�ma sahiptir  (Margolin, 1977). 

-Student Türü Art�klar ise gözlem silme tekni�ine dayal�d�r. Hatalar�n normalli�i
varsay�m� alt�nda  gözlemin silinmesiyle hesaplanan varyans�n tahmin edicisi 
R

.i 2
( )ˆ i�

olmak üzere bu gözleme ili�kin R-Student Türü Art�k de�eri,

2
( )ˆ (1 )� �

i

i iih
        ,           ( 1, 2,..., )� �iet i n       (7) 

ile verilir.  istatisti�i  serbestlik dereceli Student- l�r. Bu durumda bu 
istatistik için kritik de�

it n p� t da��
er olarak ,� �n pt kul David, 198

.2 Etkili Gözlem Gruplar�n�n Saptanmas� için Tan� Yöntemleri 

Etkili gözlemlerin saptanmas� için kullan�lan tan� yöntemlerinden üçü, Cook Uzakl���,
COVRATIO istatistikleri ve yeni bir yöntem olan grafik tekni�idir. Bu tan�

lerinden Cook Uzakl��� ve COVRATIO istatistikleri gözlem silme tekni�ine
ayal�d�r. Ayr�ca bu istatistikler, veri kümesindeki gözlemleri teker teker inceleme

imkan� sa�lamas�n�n yan� s�ra veri kümesindeki gözlemleri gruplar halinde de inceleme 
kan� sa�lamaktad�r. Bu bölümde bu üç yöntem tan�t�lm��t�r.

�i

Tüm veri kümesine day tahmin vektörü 

lan�l�r ( 1).

2

yöntem
d

im

2.2.1 Cook Uzakl��� �statisti

al� EKK �̂  ile  gözlemin veya veri kümesinin
bir alt kümesinin veri küm �lm

.i

( )
ˆ

i�esinden at as�yla elde edilen EKK tahmin vektörü 
a sel uzak ir ölçüsü olan Cook Uzak atisti�i, Cook (1977)

raf�ndan önerilmi�tir. Cook Uzakl���  ile gösterilir ve 
ras�ndaki kare l���n b l��� ist

, iDta

� � � � � �( ) ( )2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ, 1, 2,...,

ˆ

T T
i iT

i

X X
D X X p i n

p

� � � �
�

�

� �
� �        (8) 

e verilir. Veri kümesinin m büyüklü�ünde bir alt kümesi olan ve I ile gösterilen 
gözlem gruplar� incelenmek istenirse bu istatistik, 
il

� � � � � �( ) ( )2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ,

ˆ

T T
I IT

I

X X
D X X p

p

� � �
�

�

� �
�

�
       (9) 
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ile verilir. Literatürde  istatisti�ine ili�kin kritik de�eriD 0.50, ,F p n p�  olarak bilinir.  Bu
da n p  ko�ulunun sa�lanmas�,  gözlemin veya I ile gösterilen gözlem

grubunun etkili oldu�unu i�aret eder. 

2.2.2 COVRATIO �statisti�i

Etkili gözlemlerin saptanmas�nda kullan��l� olan bir di�er tan� istatisti�i,  gözlemin
silinmesiyle geri kalan veriden elde edilen varyans-kovaryan atrisinin
determinant�n�n, tüm veriden elde edilen varyans-kovaryans matrisinin determinant�na
oran� olan  istatisti�idir.

durum 0.50, ,Fi pD �� .i

.i
s m

iCOVRATIO ( )iX , .i  gözlemin silinmesiyle geri kalan veriyi 
sil eden tasar�m matrisi olmak üzere iCOVRATIO ,tem

� �� �
� �

12
( ) ( ) ( )

2 1

ˆdet
( 1, 2,..., )

ˆdet ( )

T
i i i

i T

X X
COVRATIO i n

X X

�

�

�

�
� �      (10) 

olarak tan�mlan�r. � � � � � �( ) ( )det 1 detT T
i i iiX X h X X� �  oldu�undan dolay� iCOVRATIO

istatisti�i, Student-Türü art�klar cinsinden de yaz�labilir (Belsley vd., 1980). 

2
( )
2

ˆ 1
ˆ 1

p

i
i

ii

COVRATIO
h

�
�

� � � �
� � � � �� � �� �

� �
2

1 ( 1,2,..., )p i n
1 1i

ii
tn p h

n p n p

� �

� �
� �� �

     (11) 

� �� �� �

eri kümesinin m büyüklü�ünde bir alt kümesi olan ve I ile gösterilen gözlem gruplar�

� �

V
incelenmek istenirse bu istatistik, 

� �� �
� �

12
( ) ( ) ( )

2 1

ˆdet

ˆdet ( )

T
I I I

I T

X X
COVRATIO

X X

�

�

�

�
� (12)

ile verilir. Belsley vd. (1980), 1 3iCOVRATIO p n� �  olmas� durumunda,  gözlemin
etkili oldu�unu öne sürmü�lerdir.

2.2.3 Grafik Tekni�i

 veya gözlem gruplar�n�n saptanmas� için kullan�lan bir di�er yöntem Li 
d. (2001) taraf�ndan önerilen grafik tekni�idir. Bu yöntemin benzer grafiksel 

yöntemlere göre iki avantaj�; hem daha kolay yorumlayabilmeyi sa�lamak, hem de 

.i

Etkili gözlem
v
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hesaplamalarla daha az u�ra�makt�r. Bu yöntem ad�msal bir yöntemdir ve her bir öz
de�ere kar��l�k gelen tan� grafi�inin belli bir algoritmaya göre olu�turulup, ayr� ayr�
incelenmesine dayan�r. Tan� grafiklerini elde etmek için önerilen algoritma  ve 

 için, 
1, 2l �

1, 2,...,j p� .j  özde�er ja  olmak üzere a�a��daki gibidir. 

Ad�m 1: X matrisinin faktöriyel QR ayr��t�rmas�, n n�  boyutlu � �1 2,Q Q Q�
matrisi için X QR�  biçiminde elde edilir. Burada tüm elemanlar� s�f�r olan

matris O  olmak üzere 1 ( ),
TT T

n p pR R O � �� �� � �  matrisi n n�  boyutlu bir üst üçgen 

matrisi, 1R  tekil olmayan p p�  boyutlu bir üst üçgen matrisi ve  matrisi
 boyutlu bir dik ma

Ad�m 2

1Q
n p� tristir.

: p p�  boyutlu 1R  matrisinin tekil de�er ayr��t�rmas�,

� �1/ 2 1/ 2
1 1 1 2,...,T T

pR Pdiag a a P� ��

ile hesaplan�r. Burada p p�  boyutlu  ve  matrisleri dik matrislerdir.

Ad�m 3

1P 2P

: � �( ) ( ), T
p p n p n pQdiag O I Q Y� � � � ��  ve 1/ 2

0 ( )T� � � ��  hesaplan�r.

Ad�m4: Keyfi olarak belirlenen 1js � boyutlu lr vektörü için,

1 ,
TT R

j lu Q G O r� �� � �  hesaplan�r. Burada j jG  vektörü 1P  matrisinin .j  sütunudur.

Ad�m 5: ( ) 1/ 2
0( ) 2j

l jw u�� �  hesaplan�r.

.j  tan� grafi�i, bu ad�mlar do�rultusunda elde edilen ( )
1

jw  ve ( )
2

jw  vektörleri için serpme
diyagram� olu�turularak elde lan tan� grafiklerinden etkili
özlemi veya etkili gözlem gruplar�n� en aç�k bir �ekilde sunan grafi�i belirlemek için 
i vd. (2001) taraf�ndan önerilen bir karar de�i�keni Göreli Duyarl�l�k Faktörü (Relative 

edilir. Özde�er say�s� kadar o
g
L
Sensitivity Factor, RSF) olarak tan�mlan�r ve 

1/ 2
( )

1/ 2

1

    , ( 1, 2,..., )jj
p

j
j

a
j p

a
�

�

� �

�
(13)

ile verilir.

Li vd. (2001) tan� grafiklerinde v line uymayan gözlemlerin tespit
edilebilmesi için 

eri kümesinin gene
�  yar�çapl� deneysel güven elipslerinin olu�turulabilece�ini

belirtmi�lerdir. Deneysel güven elipsleri, 

� � � �1( ) ( ) ( )Tj j jw w M w w0 0 �
�

� �� � � (14)� �
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ile elde edilir. Burada 2 1�  boyutlu olan ( )
0

jw  vektörünün elemanlar� ( )
1

jw  ve ( )
2

jw
vektörlerinin elemanlar�n�n konum parametrelerinden olu�maktad�r. ( )jM ise bu iki

ektörün elemanv lar� için olu�turulan kovaryans matrisidir.

3. BULGULAR 

�ine ili�kin bir uygulamaya yer verilmi�tir.

yayg�n olarak kullan�lan ve etkili gözlem içeren Fare 
esi, farelerin 
bir deneyden

i

Bu bölümde etkili gözlem gruplar�n�n saptanmas� için kullan�lan Cook Uzakl���,
OVRATIO istatistikleri ve grafik tekniC

Sonra bu üç tan� yöntemi, bir simülasyon çal��mas�yla kar��la�t�r�lm��t�r.

3.1 Uygulama 

Etkili gözlemlerin saptanmas� için önerilen bu üç yöntem küçük bir uygulama üzerinden 
gösterilmek istenirse, literatürde etkili gözlemlerin saptanmas� için kullan�lan
öntemlerin de�erlendirilmesi içiny

Verisi (Rat Data) ele al�nabilir (Cook ve Weisberg, 1982). Veri küm
araci�erine uygulanan bir ilac�n miktar�n�n incelenmesi suretiyle yap�lank

elde edilmi�tir. 19 fare rastgele seçilmi�tir ve yan�t de�i�keni karaci�erdeki dozun oran�
(y) ve üç ba��ms�z de�i�ken vücut a��rl��� (x1), karaci�er a��rl��� (x2) ve vücuda verilen 

oz oran� (xd 3) olarak belirlenmi�tir. Cook ve Weisberg (1982) bu veri kümesi için
a�a��daki do�rusal modeli olu�turmu�lard�r.

y x x x0 1 1 2 2 3 3   , 1,...,19i i i i i� � � �� � � � �� �      (15) 

rilmi�tir. Tablo 1 
celendi�inde üçüncü gözleme ili�kin Cook Uzakl��� de�eri olan  de�erinin, di�er

i gözlemlerin COVRATIO de�erleri, ilgili karar kural�na göre 

Gözlemlerin, Cook Uzakl��� ve COVRATIO de�erleri Tablo 1’de ve
3Din

gözlemlere ili�kin Cook Uzakl��� de�erlerinden oldukça büyük oldu�u gözlenmektedir.
Ayr�ca 3 0.50,3,16�D F oldu�undan dolay� ilgili gözlem etkili gözlem olarak saptan�r. Bu 
eri kümesindekv

incelendi�inde ise üçüncü gözlemin etkili gözlem oldu�u saptan�r.
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Tablo 1. Fare verisi için hesaplanan Cook Uz kl�klar� ve
COVRATIO

Gözlem

a
 de�erleri
 No 

iD iCOVRATIO
1 0,16883 0,63100
2
3
4
5 92 1,52416
6 0,00049 1,56674

8 0,04686 1,52005
9 0,00049 1,40225

10 0,00005 1,49636
11 0,04144 1,06564
12 0,01890 1,44373
13 0,27260 0,97225
14 0,00537 1,46055
15 0,00373 1,35882
16 0,05099 1,37492
17 0,00425 1,60711
18 0,03163 1,27008
19

0,08854 1,01641
0,92962 7,40080
0,05718 0,8599
0,202

7 0,02462 1,28928

0,19994 0,51736

tkili bir gözlem grubu, o grubu olu�turan etkili gözlemlerin g
ar��l�k geldi�i için bu gözlem grubunu saptamada ayn�

m hacimli e enelle�tirilmi�
bir haline k i�lemler dizisi
uygulan�r.

 gözlemi etkili olan bu veri kümesi için serpme diyagramlar� �ekil 1’de verilmi�tir.
�lk üç diyagram, ba��ms�z de�i�kenlerin ikili kombinasyonlar� ile yan�t de�i�keni
dikkate al�na r�n üçünde de 
üçüncü gözle örülmektedir.
�ki boyutlu s zlem oldu�una
kesin olarak

3.

rak olu�turulan üç boyutlu diyagramlard�r. Bu diyagramla
m etkili gözlem olmas�ndan ziyade, ayk�r� gözlem olarak g
erpme diyagram�nda ise bu gözlemin etkili veya ayk�r� gö
karar vermek zordur. 
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�ekil 1. Fare Verisi için Serpme Diyagramlar�

Tan� grafikleri olu�turulmadan önce ham veri standartla�t�r�lm��t�r. Li vd. (2001)
taraf�ndan önerilen algoritmaya göre olu�turulan tan� grafikleri �ekil 2’deki gibi elde 
edilmi�tir. Grafikler incelendi�inde RSF de�eri en büyük olan grafik birinci grafiktir. 

da etkili gözlemleri en aç�k sunan grafi�in, bu grafik oldu�u sonucuna var�l�r.Bu durum

�ekil 2. Fare Verisi için Tan� Grafikleri 
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Birinci grafik incelendi�inde  ve  aras�nda do�rusal ili�ki oldu�u aç�k bir 
ekilde görülebilir. Ayr�ca bu grafikteki noktalar incelendi�inde 3. gözlem veri 

Çal��mas�

eri

etilmi�tir.

tkili bir gözlemin kald�raç de�eri e özlemlerinkine göre daha büyüktür. 
u tan�mdan yararlanarak 1 ve 2 sterilen ve veri kümesindeki etkili

i etkili gözlem için kald�raç de�erlerini büyütmek amac�yla
 ba��ms�z de�i�kenlerin de�erleri, veri kümesinin geneline 

uyan gözleml �kin ba��ms�z de�i�kenlerin de�erlerinin tekdüze da��l�mdan
türetildi�i

(1)
1w (1)

2w
�
kümesinin geneline uymad��� gözlenmektedir. Li vd. (2001) taraf�ndan önerilen karar 
kural�na göre, bu nokta olu�turulan deneysel güven elipsinin d���nda oldu�u için
regresyon tahminlerini de�i�tirme potansiyeline sahiptir. Di�er grafiklerde ise gözlemler
düzgün bir yay�l�m göstermektedir. Bir ba�ka ifade ile di�er grafiklerde 3.  gözlem 
d���nda veri kümesinin geneline uymayan ba�ka gözlem yoktur. Bu durumda 3.
gözlemin veri kümesindeki tek etkili gözlem oldu�u sonucuna var�l�r.

.2 Simülasyon3

Bu bölümde önce etkili gözlemlerin saptanmas� için kullan�lan Cook Uzakl���,
COVRATIO  istatistikleri ve grafik yöntemi, örnek hacminin ve ba��ms�z de�i�ken
ay�s�n�n farkl� durumlar� için simülasyon kullan�larak, etkili gözlem grubu içeren vs

kümesindeki etkili gözlem grubunu saptama oran� bak�m�ndan kar��la�t�r�lm��t�r. Sonra 
örnek hacmi ve ba��ms�z de�i�ken say�s� sabit iken bu gözlemlere ili�kin hata terimleri
mutlak de�er olarak daha da büyütülerek bunlar�n verinin merkezinden uzakla�t�r�ld���
durumda, bu yöntemler etkili gözlem grubu içeren veri kümesindeki etkili gözlem 
grubunu saptama oran� bak�m�ndan kar��la�t�r�lm��t�r.

Simülasyon çal��mas�nda veri kümesini üretmek için Hadi ve Simonoff (1993)
taraf�ndan yap�lan çal��madaki veri üretme yönteminden yararlan�lm��t�r. Hadi ve 
Simonoff (1993) taraf�ndan yap�lan çal��mada veri kümesi ayk�r� gözlem içermek
amac�yla üretildi�i için bu çal��mada, ayn� yöntemle veri kümesi etkili gözlem içerecek
içimde MATLAB2008a program� kullan�larak ürb

Birden fazla etkili gözlemin bulundu�u bir veri kümesinde etkili gözlem veya gözlem
gruplar� tan� istatistikleri kullan�larak saptan�rken kar��la��labilecek sorunlardan ikisi
maskeleme ve sürüklemedir. Bu çal��mada, simülasyon maskeleme ve sürüklemeyle
ar��la��lmayacak biçimde tasarlanm��t�r.k

E tkili olmayan g
indisleri ile göB

gözlem grubunu olu�turan ik
u gözlemlerin 1p �  say�dab

ere ili
� �0,15
ken de�

 aral���n�n en uç de�eri olan 15 olarak belirlenmi�tir. Bu gözlemlerin
hata de�i� erleri ise s�ras�yla 1 5� � �  ve 2 5.5� � �  olarak al�nm��t�r. Buradaki 
amaç bu gözlemlerin hata de�i�ken de�erini mutlak de�erce artt�rarak, bunlar�n art�k
de�erlerini de mutlak de�erce büyütmektir. Sonra parametrelerinin de�erleri 1 olan,

1  11 ...i i i p iY X X ��� � � � � (16)
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modeline göre etkili grubunu olu�turan gözlemlerin ba��ml� de�i�ken de�eri

eri kümesinin geneline uyan 

türetilmi�tir. Simülasyon boyunca bu gözlemlere ili�kin ba��ms�z de�i�kenlerin
de�erleri ve ba��ml� de�i�ken de�erleri sabit kalm��t�r.

2n�  say�da gözlem için 1p �V  say�da ba��ms�z de�i�ken
de�erleri � �0,15  aral���nda tekdüze da��l�mdan türetilmi�tir. Sonra simülasyon
a�a��daki ad�mlar do�rultusunda yap�lm��t�r.

Ad�m 1: Ba��ms�z de�i�ken say�s� 1p �  olmak üzere, 1p�  boyutlu �
parametre vektörünün tüm elemanlar�na 1 de�eri atan�r.

Ad�m 2: Veri kümesinin geneline uyan gözlemler için hata de�i�kenlerinin
de�erleri, � �0,1i N�  da��l�m�ndan üretilir. 

Ad�m 3: 1p �  say�da ba��ms�z de�i�kenlerin de�erleri ve hata de�i�kenlerinin

i p i p i

de�erleri kullan�larak,

0 ...iY X X1 1 1  1� � � �� � � � � ( 3, 4,..., )i n� � �      (17) 

modeline göre veri kümesinin geneline uyan gözlemler için ba��ml� de�i�ken
de�erleri türetilir.

Ad�m 4: Türetilen veri kümesindeki her bir gözlem için COVRATIO  ve iD
istatistiklerinin de�erleri hesaplan�r ve her bir tan� istatisti�ine ili�kin karar
kural�na göre 1 ve 2 indisi ile gösterilen gözlemlerin etkili bir gözlem grubu olup 
olmad���na karar verilir.

Ad�m 5: Ayn� veri kümesi için grafik yöntemine göre tan� grafikleri olu�turulur.
(13) e�itli�inde verilen ve göreli duyarl�l�k faktörü olarak tan�mlanan karar
de�i�kenine göre etkili gözlem grubunu belirleme gücü en yüksek olan grafik 
al�n�r. Bu grafikte etkili gözlem grubunu olu�turan gözlemler haricindeki di�er
gözlemlere ili�kin noktalar�n merkeze uzakl�klar�,

� � � �1( ) ( ) ( )
0 0

�
� �� � �� �

Tj jr w w M w w j

ile hesaplan�p en büyük uzakl�k deneysel güven elipsinin yar�çap uzunlu�u olan 
�  olarak al�n�r. E�er 1 ve 2 indisleri ile gösterilen gözlemlere ili�kin noktalar�n

in merkezine uzakl�klar�,elips �  de�erinden büyük ise bu noktalar deneysel 
güven elipsinin d���ndad�r ve grafik yöntemine göre bu gözlem grubu etkili bir 
gözlem grubudur. 

Her 1 000  tekrarda veri kümesinin geneline uyan gözlemler için ba��ms�z de�i�kenlerin
de�erleri yeniden üretilmek üzere bu deneme 100 000  kez tekrarlanm��t�r. Sonra etkili
gözlem grubu içeren veri kümesinde, bu tan� yöntemlerinin etkili bir gözlem grubunu 
tespit etme oranlar� hesaplanm��t�r.
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3.2.1 Ba��ms�z De�i�ken Say�s� ve Örnek Hacminin Farkl� De�erleri için Etkili 
Gözlem Gruplar�n� Saptamaya Dayal� Tan� Yöntemlerinin Kar��la�t�r�lmas�

Ba��ms�z de�i�ken say�s�n�n iki oldu�u, 3p �  olan durum için etkili gözlem grubu 
içeren bir veri kümesinde etkili gözlem gruplar�n� saptamak için kullan�lan üç tan�
yöntemine ili�kin simülasyon sonuçlar� Tablo 2’de verilmi�tir.

Tablo 2.  iken Tan� Yöntemlerinin Veri Kümesinde Etkili Gözlem
Grubunu Saptama Oranlar�

3�p

3p �
20n � 30n � 40n �

� �1,2D 0,9989 0,9997 0,9998

� �1,2COVRATIO 0,9790 0,9991 0,9995

Grafik Yöntemi 0,7450 0,8913 0,9253

Tablo 2’deki sonuçlar incelendi�inde Cook Uzakl��� ve  istatistiklerinin
bu etkili gözlem grubunu saptama oranlar�n�n ele al�nan tüm örnek hacimlerinde
oldukça büyük oldu�u görülmektedir. Bununla birlikte tüm örnek hacimleri için di�er
yöntemlere nazaran grafik yöntemin etkili gözlem grubunu saptama oran�n�n dü�ük
oldu�u gözlenmektedir. Ayr�ca örnek hacmi artt�kça grafik yönteminin, bu etkili gözlem
grubunu saptama oran� da artmaktad�r.

a��ms�z de�i�ken say�s�n�n üç oldu�u durumda, 

� �ICOVRATIO

B 4p �  durumu için etkili gözlem 
gruplar�n� saptamaya dayal� tan� yöntemlerine ili�kin simülasyon sonuçlar� Tablo 3’te 
verilmi�tir.

Tablo 3 temlerinin Veri Kümesinde Etkili Gözlem
Grubu

. 4�p  iken Tan� Yön
nu Saptama Oranlar�

4p �
20n � 30n � 40n �

� �1,2D 0,9992 0,9996 0,9998

� �1,2COVRATIO 0,9389 0,9937 0,9993

Grafik Yöntemi 0,3130 0,5917 0,7232

Tablo 3’teki sonuçlar incelendi�inde Cook Uzakl��� istatisti�ine ili�kin etkili gözlem 
grubunu saptama oran�n�n örnek hacminin tüm durumlar� için yüksek oldu�u aç�kça
görülmektedir.  istatisti�i ve grafik yöntemine ili�kin etkili gözlem 
grubunu saptam rnek hacmi artt�kça artmaktad�r. Buna ek olarak grafik
yöntem  iken etkili gözlem grubunu oldukça küçük bir oranla saptamaktad�r.

Ba��ms�z de�i�ken say�s�n�n dört oldu�u,

� �ICOVRATIO
a oranlar� ise ö

i 20n �

5p �  durumu için etkili gözlem gruplar� için
tan� yöntemlerine ili�kin simülasyon sonuçlar� Tablo 4’te verilmi�tir.
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Tablo 4.  iken Tan� Yöntemlerinin Veri Kümesinde Etkili Gözlem
Grubunu Saptama Oranlar�

5�p

5p �
20n � 30n � 40n �

� �1,2D 0,9986 0,9991 0,9996

� �1,2COVRATIO 0,8733 0,9855 0,9980

Grafik Yöntemi 0,1826 0,3340 0,5654

Tablo 4’teki sonuçlar incelendi�inde, farkl� örnek hacimleri alt�nda Cook Uzakl���
istatisti�inin etkili gözlem grubunu saptama oran�n�n dikkate de�er biçimde büyük 
oldu�u görülmektedir. Bununla birlikte  istatisti�i ve grafik yöntemine
ili�kin oranlar farkl� örnek hacimleri alt�nda Cook Uzakl��� istatisti�i için elde edilen
oranlara göre daha küçüktür. Ayr�ca bu iki yöntem için elde edilen etkili gözlem 
grubunu saptama oranlar� örnek hacmi artt�kça say�sal olarak büyümektedir.

Örnek hacmi

� �ICOVRATIO

20n �  iken etkili gözlem gruplar�n� saptamak için kullan�lan tan�
yöntemlerine ili kin Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4’teki sonuçlar incelendi�inde ba��ms�z
de�i�ken say�s  istatisti�i ve grafik yöntemi için bulunan etkili 

tkili gözlem grubunu saptama oranlar� di�er yöntemler göre

Cook Uzakl��� istatisti�inin etkili bir gözlem grubunu saptama oran�n�n ele al�nan tüm
örnek hacimleri ve ba��ms�z de�i�ken say�lar� için yüksek olmas�,  hacimli etkili bir 
gözlem grubunun bulundu�u veri kümesinde bu etkili gözlem grubunun silinmesiyle
geri kalan gözlemlerden elde edilen EKK tahmini

�
� artt�kça, � �ICOVRATIO

bir gözlem grubunu saptama oranlar�n�n küçüldü�ü gözlenmektedir. Özellikle bu
küçülme grafik yöntemi için daha da aç�k bir �ekilde görülmektedir. Bununla birlikte ele
al�nan tüm örnek hacimleri ve ba��ms�z de�i�ken say�lar� için Cook Uzakl���

tisti�ine ili�kin eista
büyüktür.

m

( )
ˆ

I�  ile tüm gözlemlere dayal� olarak

�̂  aras�ndaki karesel uzakl���n oldukça büyük olmas�ndanelde edilen 
kaynaklanmaktad�r. Dolay�s�yla bu istatistik, �  parametre vektörünün EKK
tahminindeki büyük de�i�imi say�sal olarak di�er iki yönteme nazaran aç�kça
göstermektedir. Ba��ms�z de�i�ken say�s� sabitken, örnek hacmi artt�kça � �ICOVRATIO
istatisti�i için bulunan etkili gözlem grubunu saptama oranlar�n�n artmas�n�n nedeni ise 
bu istatisti�e ili�kin karar kural�nda yer alan kritik de�erin örnek hacminin azalan bir 
fonksiyonu olmas�d�r.

Grafik yöntemi, çok boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu bir probleme 
dönü�türmek suretiyle olu�turulan p say�da tan� grafikleri setinin, her bir grafikteki
noktalar için olu�turulan güven bölgesi kriterine ba�l� olarak incelemesine dayal�d�r.
Veri kümesinde bir etkili gözlem grubu bulundu�unda bu etkili gözlem grubunu 
saptama oran� bak�m�ndan grafik yönteminin incelenmesi, bu yöntemin regresyon 
roblemini nas�l dönü�türdü�ünü de�erlendirmek aç�s�ndan önemlidir. Ba��ms�z
e�i�ken say�s� sabitken grafik yöntemiyle etkili gözlem grubunu saptama oranlar�na

grubu kça görülmektedir. Fakat örnek hacmi sabit iken ba��ms�z

p
d
ili�kin sonuçlar incelendi�inde örnek hacminin artmas�yla bu yöntemin etkili gözlem

nu daha iyi saptad��� aç�
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de�i�ken say�s� artt�kça, grafik yönteminin etkili gözlem grubunu saptama oran�
dü�mektedir. Buna ba�l� olarak regresyon probleminin boyutu artt�kça, grafik
yönteminin regresyon problemini dönü�türme e�iliminin azald��� sonucuna var�l�r.

3.2.2 Ba��ms�z De�i�ken Say�s� ve Örnek Hacmi Sabitken Etkili Gözlem
Gruplar�n� Saptamaya Dayal� Tan� Yöntemlerinin Kar��la�t�r�lmas�

mutlak de�erce
rtt�r�larak, bunlar�n verinin merkezinden uzakla�t�r�ld��� durumlarda, tan�

yöntemlerinin etkili gözlem grubu içeren veri kümesinde bu gözlem grubunu saptama
oranlar� elde edilmi�tir. Buradaki amaç etkili gözlem grubundaki gözlemlerin, hata
de�i�ken de�erlerinin daha da artt��� durumlarda tan� yöntemlerini kar��la�t�rmakt�r.

 ve 

Bu simülasyonda, ba��ms�z de�i�ken say�s� ve örnek hacmi sabit iken etkili gözlem
grubunu olu�turan gözlemlerin hata de�i�kenlerinin de�erleri
a

20n � 3p �  iken etkili gözlem gruplar�n� saptamak için kullan�lan tan�
yöntemlerine ili kin simülasyon bir öncekine benzer biçimde bölümün ba��nda belirtilen 
ad�mlar do�rultusunda yap�lm��t�r. Simülasyon yap�l�rken etkili gözlem grubunu 
olu�turan iki gözlemin hata de�i�keni de�erleri s�ras�yla

�

1 5� � �  ve 2 5,5� � �
�i�ken de�

1 000

 al�n�p bu 
gözlemlerin ba��ms�z de�i�ken de�erleri de kullan�larak ba��ml� de erleri elde 
edilmi�tir. Sonra bölümün ba��nda verilen ad�mlar do�rultusunda, her  tekrara da 
verinin geneline uyan gözlemlerin ba��ms�z de�i�kenlerinin de�erleri yeniden üretilmek
üzere,

i0 1 1 1  1...i i p i pY X X� � � � �� � � � �� ( 3, 4,..., )i n�

modeli dikkate al�n�p, bu deneme  kez tekrar edilmi�tir ve etkili bir gözlem
grubu içeren veri kümesinde etkili gözlem gruplar�n� saptamak için kullan�lan tan�
yöntemlerinin bu etkili gözlem a oranlar� elde edilmi�tir. Ayn�
simülasyon bu iki gözlemin hata de �erleri önce 

100 000

 grubunu saptam
�i�keni de 1 7� � � , 2 7,5� � �  için sonra

1 10� � � , 2 10,5� � �  için yap�l�p sonuçlar Tablo 5’te verilmi�tir.

Tablo 5.  ve  iken Tan� Yöntemlerinin Farkl� Hata De�i�ken
De�erlerine göre Üretilen �ki Etkili G u�u Etkili

20�n 3�p
özlemin Olu�turd

Gözlem Grubunu Saptama Oranlar�
20n � , 3p �

1 5� � � 1 7� � � 1 10� � �

2 5,5� � � 2 7,5� � � 2 10,5� � �

� �1,2D 0,9989 1 1

� �1,2COVRATIO 0,9790 0,9987 1

Grafik Yöntemi 0,7450 0,8829 0,9094
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Tablo 5’teki sonuçlar incelendi�inde veri kümesindeki etkili gözlem grubunu olu�turan
gözlemlerin hata de�i�keni de�erlerinin artmas�yla , Cook Uzakl���
istatistikleri ve grafik yönteminin bu gözlem grubunu saptama oranlar�n�n artt���
gözlenmektedir.  ve Cook Uzakl��� istatistiklerinin etkili gözlem grubunu 
saptama oranlar�n�n ele al�nan tüm örnek hacimlerinde yüksek olmas�yla birlikte grafik
yöntemi için deneysel olarak elde edilen oran bu iki istatisti�e göre daha küçüktür. 

4. TARTI�MA VE SONUÇ

esi amac�yla veri kümesine
ir dönü�ümün uyguland��� grafik yöntemi ise regresyon probleminin boyutu artt�kça

etki �ndan duyarl�l��� azalmaktad�r.
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