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Tamamen ikili degerlendirmeye dayanan bir matematiksel modelleme olan klasik mantikta her deger i¢in sadece iki
durum vardir, 1 semboliiniin verildigi ve dogru anlamina gelen ilk durum ile 0 semboliiniin verildigi ve yanlis anlamina
gelen ikinci durum. Ancak ger¢ek bundan daha genistir ve yalnizca 0 ve 1 olmak {izere iki duruma bagli olmayabilir. Bu
nedenle, yaklagik veya spesifik olmayan bilgileri temsil etme problemini ¢ézmek igin genel gergeveyi saglayan yeni bir
mantiga ihtiya¢ duyulmustur. Bulanik mantik ad1 verilen bu mantik ilk olarak 1965 y1linda Iranli bilim adami Lutfi Zadeh,
tarafindan ortaya atilmistir. Bulanik mantik, sicak, soguk, 1lik, az, ¢ok, gibi deyimler ve belirsiz ifadeler araciligiyla
tiimdengelim iizerine kuruludur. Caligma boyunca, bulanik mantigin klasik mantign bir genislemesi oldugu sonucuna
varilmistir. Klasik mantik, iiyelik derecesi {0,1} kiimesi oldugunda, bulanik mantigin 6zel bir durumudur. Bulanik mantik
sadece kiimeler teorisinde degil, yapay zekada, gelismis elektronik cihazlarda, endiistriyel kontrolérlerde ve hatta giinliik
hayatimizda biiyiik 6neme sahiptir. Bu ¢alismada baslangic olarak bulanik kiime, bulanik kiime tiirleri ve bunlarla ilgili
onemli cebirsel islemler ile bulanik topolojik uzaylarin tanitilmasi ve 6zelliklerinin incelenmesi konu basliklarina yer
verilmistir. Sonrasinda bulanik topolojik uzaylarin toplamlan iizerinde, acik kiimeler, kapl kiimeler, i¢, kapanis, taban,
komsuluklar ve siireklilik gibi ifadeler tanimlanmistir. Tanimlanan bu topolojik toplamlar i¢in elde edilen bazi
sonuglardan bahsedilmistir. Bu ¢alismadan sonra incelenmesi planlanan arastirma alani hakkinda okuyucu sonuglar
baslig1 altinda bilgilendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik kiimeler, bulanik topoloji, topolojik toplam

On Sum of Fuzzy Topological Spaces

Abstract

In classical logic, which is purely a mathematical modeling based on binary evaluation, there are only two cases for
each value, the first case where the symbol 1 is given and means true, and the second case where the symbol 0 is given
and means false. But the truth is broader than that and may not depend solely on two states 0 and 1. Therefore, a new
logic was needed that provides the general framework to solve the problem of representing approximate or nonspecific
information. This logic, called fuzzy logic, was first put forward by Iranian scientist Lutfi Zadeh in 1965. Fuzzy logic is
based on deduction through idioms such as hot, cold, warm, less, more, and indefinite expressions. Throughout the study,
it is concluded that fuzzy logic is an extension of classical logic. Classical logic is a special case of fuzzy logic, when the
membership degree is {0,1} set, Fuzzy logic has great importance not only in set theory, but also in artificial intelligence,
advanced electronic devices, industrial controllers and even in our daily life. In this study, initially fuzzy set, fuzzy set
types and important algebraic operations related to them, introducing fuzzy topological spaces and examining their
properties are given. Then, on the sums of fuzzy topological spaces, expressions such as open sets, covered sets, interior,
closure, base, neighborhoods and continuity are defined. Some results obtained for these defined topological sums are
mentioned. After this study, the reader was informed about the research area planned to be examined under the heading
of conclusions.

Keywords: Fuzzy sets, fuzzy topology, topological sum.

GIRIS

Klasik mantikla ifade edilemeyen bazi problemlerin  matematikg¢ileri yeni matematiksel modeller ve
varligt ve aym1 zamanda bilimsel gelismeler, araglar kullanmaya yoneltmistir. Bu tiir problemlere
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¢Oziim bulmak i¢in matematik alaninda birgok teori
sunulmustur. Bu nedenle matematikgiler siirekli
olarak yeni teoriler iiretme ihtiyaci duymuslardir. Bu
teorilerden biri, 1965 yilinda Zadeh (Zadeh, 1965)
tarafindan ortaya atilan bulanik kiime kavramidir.
Bulanik kiime teorisi, uzman sistemler, karar verme,
modelleme, sosyal bilimler, tibbi teshis vb. alanlarda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Birgok farkli alanda
kullanilmasmin yam1 sira COVID-19 hastalarinin
belirlenmesinde de uygulama alanlarina sahiptir. Son
donemde tiim insanhigin yakindan takip ettigi bulanik
kiime teorisi lizerine matematik alaninda da pek ¢ok
calisma bulunmaktadir ve bu bir¢ok aragtirmacinin
ilgisini cekmektedir.

Bulanik kiime teorisine dayanarak, 1968'de Chang
(Chang, 1968) tarafindan bir bulanik topoloji tanimi
verildi. Ancak bu tanimla sabit fonksiyonlar siirekli
olamamaktadir. Bu nedenle, Chang'in tanimindan
farkli olarak, sabit fonksiyonlar1 da siirekli kilacak
daha dogal bir bulanik topoloji tanim1 1976'da Lowen
(Lowen, 1976) tarafindan verildi. Chang, bulanik
kiime teorisini topolojiye uyguladigindan beri, birgok
topolojik kavram bulanik bir ortamda tanitildi (Ming
ve Ming 1980, Ying-ming ve Mao-kang (1998),
Shostak, (1996), Shostak, (1989), Palaniappan,
(2002)).  Bulamik  kiimelerle ilgili  giincel
calismalardan biri (Al-shami ve Mhemdi, 2023) adli
bir makaledir. Bu makalede, "(m, n)-Fuzzy kiimeler"
ad1 verilen ortogiftler (ayrik kiime ciftleri) bulanik
kiimeler i¢in  genellestirilmis  bir  ¢erceve
sunulmaktadir. (m,n)-Fuzzy kiimeler igin baz
islemler verilmis ve karakterize edilmistir. Daha
sonra esnek hesaplamada genis bir ¢alisma alanina
sahip olan toplama operatorleri yontemi (m,n)-
Fuzzy kiimeler yardimiyla genisletilmistir.

Bu calismada, 6n bilgi olarak, bulanik kiime
teorisindeki bazi temel tanimlar1 ve sonuclar
veriyoruz. Bu 06n bilgileri verdikten sonra bulanik
topolojinin taniminm veriyoruz. 2010 yilinda A. Atay
(Atay, 2010) tarafindan topolojik uzaylarin toplami,
2020 yilinda ise Al-shami ve digerleri (Al-shami vd.,
2020) tarafindan esnek (soft) topolojik uzaylarin
toplam1 ve bulanik esnek topolojik uzaylarin toplami1
A. Atay (Atay, 2023) tarafindan ¢alisilmis ve Kerre
ve digerleri 1984 yilinda (Kerre vd., 1984) bulanik
topolojik toplamlara bir giris yapmustir. Ancak
bulanik topolojik uzaylarin toplamu ile ilgili ayrintil
bir ¢alisma yapilmamustir.

Kerre ve digerleri 1984 yilinda (Kerre vd., 1984)
yayinladiklar1 makalede bulanik topolojik uzaylarin
toplamlarinin tanimin1  vererek alt uzaylar ile
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iligkisinden bahsetmis ve kompaktlik, sayilabilirlik
gibi bazi topolojik 06zelliklerin topolojik toplami
olusturan uzaylardan toplam uzayina korunarak gecip
geemedigini arastirllmigtir.  Ayrica bu makalede
topolojik toplam uzayinda ayirma aksiyomlari
incelenmistir.

Biz bu caligma ile oncelikle, bulanik topolojik
uzaylarin serbest bilesimini ve ardindan bulanik
topolojik uzaylarin  toplamin1  vererek  bunlar
arsindaki iligkiden bahsettik. Amacimiz ikiser ikiser
ayrik  bulanik  topolojik uzaylar  kullanilarak
olusturulan bulanik topolojik uzaylarn toplami
kavramini tanitmak ve bu toplamin sagladig
ozellikleri  kesfetmektir. Sonuglarimiz, bulanik
topolojik uzaylarda bulanik komsuluk, bulanik agik-
kapali kiime, bulanik taban gibi topolojik kavramlarin

bulanik topolojik uzaylarin toplaminda nasil
tanimlandigimi  ve ilgili Onerme ve teoremleri
icermektedir. Ayrica agiklayici  birgok  6rnek

verilmistir. Ek olarak, bulanik topolojik uzaylarin
toplam uzayinda bulanik i¢ ve bulanik kapanig
operatorleri ele alinmistir. Ayrica, hangi durumda bir
bulanik topolojik uzaym baz1 bulanik topolojik
uzaylarin toplamini temsil ettigi agiklanmugtir.

MATERYAL VE METOT

Bu boliimde bulanik kiime teorisinde yer alan
kavramlar tamimlanacaktir. Bu kavramlar genel
olarak klasik kiimelerde bildigimiz kavramlarin birer
genellestirmesidir.

Tanmm: X # @, A € X kiimeleri ve F;: X — [0,1]
fonksiyonu igin Sirali ikililerinin bir kiimesi olarak
gosterilen Fy = { (x,Fy(x)):x € X} seklindeki F,
kiimesine X'in bulanik alt kiimesi ve F4(x) degerine
x elemeninina ait tiyelik derecesi denir (Zadeh, 1965).
Bulanik kiimeler kisaca F4,Gg veya a, 3,7V, ... gibi
semboller ile gosterilecektir. X kiimesinin biitiin
bulanik alt kiimelerinin ailesi ise I = [0,1] olmak
lizere I ile gdsterilecektir.

Tanmm: Sabit bulanik kiime, Vx €A ve 0<a <1
igin € ={(x,F4(x)): F;(x) =a,x €A} seklinde
tamimlanan bulamik kiimedir ve kisaca F, ile
gosterilecektir (Dobois ve Prade, 1980).

Ornek 1: X = {1,2,3,4,5,6} evrensel kiime ve 4 =
{4,5,6} < X verilsin. O zaman 6 elemam A’ya tam
iiyedir ve 2 eleman1 A’nin iiyesi degildir. Bu durumda
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FA=
ifade

A kimesi  bulamik  kiime olarak

{(1,0),(2,0),(3,0),(4,1),(51),(6,1)} ile
edilir.

Tanmm: F, ve G, bulanik kiimeleri esittir ancak ve
ancak vV x € X i¢in F4(x) = G4(x) saglanir (Zadeh,
1965).

Bundan sonra V x € X igin F4(x) = G,(x) yazmak
yerine daha ¢ok, benzer sey olan F4 =Gy
yazilacaktir.

Tamm: Bir F4 bulanik kiimesinin tiimleyeni F,’ ile
gosterilir ve {lyelik fonksiyonu Vx €A igin:
F4'(x) = 1 — F,(x) ile verilir (Zadeh, 1965).

Tanim: F, nin G4 da kapsanmasi (veya denk oklarak
, F4 nin G4 nin bir alt kiimesi olmasi) i¢in gerek ve
yeter sart V x € A igin, F,(x) < G4(x) olmasidir . Bu
durum sembollerle F; € G4 & F, < G, seklinde
gosterilir (Zadeh, 1965).

Tamm: Sirasiyla ,  F;(x) ve Gg(x) iiyelik
fonksiyonlarina sahip olan F, ve Gg bulanik
kiimelerinin birlesimi, C = A U B olmak f{izere
tyelik fonksiyonu H.(x) = max {F4(x), Gg(x)},
x € X olarak tanimlanan bir H, bulanik kiimesidir ve
kisaca H = F4 v Gg seklinde yazilir (Zadeh, 1965).
F, ve Gg nin birlesimi , hem F, hem de Gg vi
kapsayan en kii¢lik bulanik kiimedir.

Tammm: Sirasiyla  F,(x) ve Gg(x) tyelik
fonksiyonlarina sahip olan F, ve Gp bulanik
kiimesinin arakesiti, iiyelik fonksiyonu H; (x) = min
{F4(x),Gg(x)}, x € X ile bir H; bulanik kiimesidir
ve kisaca Ho = F4 A G olarak yazilir (Zadeh, 1965).
F, ve Gg bulanik kiimelerinin arakesiti F, ile Gz’ de
kapsanan en biiyiik bulanik kiimedir. Eger F4 A G =
@ ise F4 ve Gg bulanik kiimeleri ayriktir denir .

Tanmim: F, bir bulanik kiime ve @ € [0,1] S R olsun.
F, nin a—kesiti F,“ seklinde ifade edilir ve F,* =
{x€X:Fy(x) = a}iletammlidir (Zadeh, 1965).

Ornek 2: X ={1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde F, =
((1,0.5), (2,1), (5,0.7)} ve Gp =
{(1,0.6), (4,1),(5,0.4)} bulanik kiimeleri verilsin.
Buna gore,

Fyv Gg = {(1,0.6), (2,1), (4,1), (5,0.7)}
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Fy A Gg = {(1,0.5),(5,0.4)}
F,, = {(1,0.5),(2,0),(3,1), (4,1),(5,0.3)}
Gg ={(1,04),(2,1),(3,1),(4,0),(5,0.6)}
bulunur.

Teorem: F,, G ve H. bulanik kiimeler olmak iizere
asagidaki ifadeler saglanir.

i [(F)']" = Fa,
“ (FAVGB)' = FA,/\GB, ve

F, v Gg',

(FaNGg) =

iii. F,vGg=GgVFEsVveF,NGg = GgAFy,

iv. ~(F4VvGg)VH;=F,Vv(GgVH;) ve (FyA
Gg) NHe = F4 A (Gg ANHE),

V.  FiA(GgVH:) = (FsAGg)V (Fq AHZ)
Vi. F4V(GgANH;) = (FyVGg)N(F4V He)
Vii.  FyV(F4AGg) =F4veFyA(F4V Gg) =F,
viii. FyANFy=FyVveF,VF,=F,

iX. F,VQ=F,

Ispat: Bulamk kiime ve iiyelik fonksiyonunu
tanimlart kullanilarak bu ifadelaerin dogrulugu
rahatlikla gosterilir.

Uyari: Kalsik kiimelerde saglanan AN A" =
@veAUA =X Ozellikleri bulanik kiimelerde
saglanmaz. Yani Fy # @ icin FA AF, = @ ve F,V
Fy # X dir. Gergekten F; # @ oldugundan 3x € A
i¢in F4(x) # 0 olur. Buradan 3x € A igin,

(Fa ANFy)(x) = min{F,4(x),1 — F4(x)} # 0
(Fa vV E2) () (x) = max{F4(x),1 — F4(x)} # 1
elde edilir (Dobois ve Prade, 1980).

Bulanik Topolojik Uzaylar:

X bostan farkli bir kiime, I = [0,1] kapli aralig1 ve
Fy ={(xFs(x)):x € X} = I¥ bulanik alt kiimesi
verilsin. Vx € X i¢in bulanik bos kiime ve bulanik
evrensel kiime sirasiyla,
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0x: X > I,x > 0,(x) =0
1y: X —>Lx—1,(x) =1
ile tanimhdir.

Tanm: X #@, 1<I1X ve F, Gz €1* olarak
verilsin.

i. Oy 1ly€ert
ii. FA,GBE‘EﬁFA/\GBET

ii. Vie]Fy,€t=VF €t

kosullarini saglayan t ailesine X tizerinde bir bulanik
topoloji denir. Boylece (X,7) ikilisine bulanik
topolojik uzay ve t ailesinin elemanlarina da bulanik
acik kiimeler denir. Tiimleyeni bulanik agik olan
kiimeye ise bulanik kapali kiime denir (Chang, 1968).

X in biitlin bulanik alt kiimelerini igeren aile bir
bulanik topolojidir ve ayrik bulanik topoloji adini alir.
Ayrica sadece Oy, 1y bulanik kiimelerini i¢eren aile
de bir bulanik topolojidir ve ayrik olmayan bulanik
topoloji adin1 alir (Lowen, 1976).

Tamm: 7 ve 7’ bulanik topolojiler olmak {izere eger
<7 oluyorsa 7 ya 7' den daha kaba ve 7’
topolojisine de t dan daha incedir denir (Lowen,
1976).

Onerme: X kiimesinde tanimli bulanik topolojilerin
her hangi arakesiti de X iizerinde bir bulanik
topolojidir ama birlesim genel olarak olmaz.

Ornek 4: X iizerinde herhangi bir F, bulanik kiimesi
icin T = {0y, 1x, F4} ailesi bir bulanik topolojidir ve
(X, ) bulanik topolojik uzayidir.

Tanm: (X,7) bulanik topolojik uzay ve F, € I¥
olsun. Bu durumda (F4)° =V{U:U S F,,U € 1}
seklinde tanimlanan (F,)° bulanik kiimesine, F,
bulanik kiimesinin i¢i denir (Lowen, 1976).

Teorem: (X,7) bulanik topolojik uzay ve F, € I¥
olsun. Bu durumda F4 € t & F4; = (F4)° saglanur.

Ispat: F, bulanik acik olsun. F, bulanik kiimesinin
her bir elemani igin, F4 bulanik agik oldugundan x €
F, € F, yazilabilir. Yani F4 bulanik kiimesinin her
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bir elemani i¢ nokta olur. Bu da
oldugunu gosterir.

Fy = (Fy)°

Tersine F, = (F4)° olsun. (F,)°
oldugundan F, bulanik agik olur.

bulanik agik
Ornek 5: X ={a,b,c} evrensel kiimesi iizerinde
taniml1 bulanik kiimeler

a = {(a,0.8),(b,0.9),(c,0.7)},

B =1{(a,0.6),(b,0.5),(c,04)}

vy =1{(a,0.3),(b,0.3), (c,0.2)}

ile verilsin. Bu durumda t = {0y, 1x, @, B, v} ailesi
bulanik topoloji olur. Gergekten,

aAp ={(a0.6)(b05),(04)}=p€r1

aAy = {(a,0.3),(b,03),(,02)}=y€T
BAy={(a0.3),(03),(02)}=y€eT

aVvp = {(a0.8),(,09),(07N}=a€t

aVvy = {(a,08),(,09),(c,07)}=a€T
BVy=1{(a0.6),(b0.5),(c04)}=p€rT

olur. Ayrica,

aVvpVvy = {(a0.8),(b09),(07N}=a€ET
bulunur.

Bu nedenle, (X, ) bulanik topolojik uzaydir.

Ornek 6: A = {a, b} kiimesi tizerinde taniml1 bulanik
alt  kiimeleri, F} ={(a,0,4),(b,0,6)}, F}=
{(al 0); (bl 0I4)}1 Fj = {(a; 0;4); (bﬂ 0;4)}; F: =
{(a,0.4), (b,0)}, F7 = {(a,0),(b,0,2)}, Ff =
{(al 0I4)I (bl Olz)}l F,Z = {(a) 0); (b; 0;5)}; Fj =
{(a,0,4), (b,0,5)} seklinde verilsin. Bu durumda 7 =
{0y, 15, Fi, F} F3, Fi FR FR F{,F8}  ailesi  bir

bulanik topoloji olur.

Sonug: (X,7) bulanik topolojik uzay ve F,, G4 € I*
icin agagidaki 6zellikler saglanir:

i (1x)° =1y ve (0x)° = 0y,
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ii. (Fp° S Fy,
i, ((Fp)° = (Fp°,
iv. F,SG,=> (F°c(Gye.

Tanmmm: (X, 7) Bulanik topolojik uzayinda ve F, €
I* olsun. F,’ y1 kapsayan en kiiciik kapali bulanik
kiimeye F, nin kapanisi denir ve F, ile gosterilir.
Fi=A{G4|F,€V, (G))' et} seklinde ifade
edilir (Lowen, 1976).

Teorem: (X,7) Bulanik topolojik uzay ve F, € I¥
olsun. F4 bulanik kiimesinin kapali olmasi i¢in, gerek
ve yeter sart F, = F, olmasidir (Lowen, 1976).

Sonug: (X, 7) bulanik topolojik uzay ve Fy, G, € IX
i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

i. E:]‘X VE@ZOX,

ii. F, € Fy,
iii. F,= F4
iv. F,CSG,>F,SG,.

Ornek 7: X bostan farkli bir kiime ve Fy, G4 € I*
bulanik kiimelerine ait iiyelik fonksiyonlari sirasiyla
asagidaki gibi tanimlansin.

F(x)={ 0 ; 0<x<1/2
A 2x—1 ; 1/2<x<1
1 ; 0<x<1/4
GA(x)={—4x+2 ; 1/4<x<1/2
0 ; 1/2<x<1

T={01,F;,G4,F,V Gy} X' de bir bulanik topoloji
olur. Ayrica kolayca gorebilirizki, Fy = (G4)', G4 =

(Fg)'s (FaVGy) =1y, ((FA),)O = Gy, ((GA)’)O =
Fa, ((Fav G2))° = 0y olur.

Ornek 8: X = {a, b, c,d, e} olarak tanimlansin.

F} = {(a,06),(b,0.2),(c,05),(d,1),(e,0)}

=5
[

{(a,0),(b,0.3),(c,0.5),(d,0.7),(e, 1)}

F? = {(a,06),(,03),(c,05),(d,1),(e, 1)}
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F{ = {(a,0),(,0.2),(c,0.5),(d,0.7),(e,0)}

T ={0y,1y,Fi, FZ,F3,Ff} smifi bulanik topoloji
olur. Ayrica X in bulanik kapali alt kiimeleri; Oy , 1x

(F)' = {(a,0.4),(»,0.8),(c,0.5) ,(d,0),(e, 1)}
(F?) ={(a,1),(»,0.7),(c,0.5),(d,0.3), (e, 0)}
(F3) ={(a,04),(,0.7),(c,0.5),(d,0),(e,0)}
(FH)' ={(a,1),(b,08),(c,0.5),(d,0.3),(e, 1)}
bulanik kiimeleridir.

GA = {(a ) 05)1 (b ) 04) ) (Cl 07): (dl 1): (e ) 1)}
bulanik kiimesi i¢in G,° = F? ve G, = 1 olarak
bulunur.

Tanim: (X, 7) bulanik topolojik uzay ve F4, Ug,V; €
1% olsun. V, F,’nin komsulugudur ancak ve ancak
F, € Ug €V olacak sekilde bir Ug bulanik agik
kiimesi vardir (Lowen, 1976). Ozel olarak bulanik
acik olan komsuluga bulanik ac¢ik komsuluk denir.

Teorem: F, bulanik kiimesi agiktir ancak ve ancak
her bir Gg € F, bulanik kiimesi igin F4, Gg nin bir
bulanik komsulugu olur.

Ispat: (=): Asikardir.

(<): Her bir Gg € F, bulanik kiimesi i¢in F,, Gg nin
bir bulanik komsulugu olsun. F, € F, oldugundan Fy4
kendisinin bir komsulugu olur. O halde, F, € Uy €
F, olacak sekilde bir Ug bulanik agik kiimesi vardir.
F, = Ug alirsak F, bulanik agik olur.

Bir bulanik kiimenin komsuluk sistemi, bulanik
kiimenin tiim komsuluklarinin ailesidir ve N ile
gosterilir.

Teorem: NV bir bulanik kiimenin komsuluk sistemi
olsun. V' nin elemanlarinin sonlu arakesitleri N ye
aittir ve V" nin bir elemanini kapsayan her bir bulanik
kiime V" ye aittir.

fspat: F, bulamk kiimesinin, N; ve N,
komsuluklarini alalim. Bu durumda N;" € N; ve
N," © N, olacak sekilde N,’,N," acik komsuluklari
mevcuttur. Boylece N;" AN," € N; A N, olur ki bu
da N; AN, ‘nin F; nin bir komsulugu oldugunu
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gosterir. Boylece V' nin iki elemaninin arakesiti V'
ye aittir.

Diger taraftan bir N bulanik kiimesi F; nin bir
komsulugunu kapsarsa F4 nin bir agik komsulugunu
kapsar ve dolayisiyla kendisi komsuluktur.

Ornek 9: X = {x,y, z} kiimesi iizerinde a, 8,7, €
I* bulanik alt kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin.

a = {(x,0.5), (y,0.8),(z,0.2)},
B = {(x,0.4),(y,0.8), (z,0.5)},
¥ ={(x,0.5),(y,0.8), (z,0.5)},
§ ={(x,0.3),(,0.7),(z,0.1)},

ile tamimlansin. Bu durumda 7 = {0y, 1x, @, B, ¥} bir
bulanik topoloji ve (X, T) bulanik topolojik uzay olur.
Boylece a, 8,y € T &'min agik komgulugudur.

Tanmm: (X,7) bulanik topolojik uzayr ve B Ct
bulanik alt ailesi verilsin. Eger X in her bulanik agik
kiimesi B nin baz1 elemanlarmin birlesimi seklinde
yazilabiliyorsa ,B ailesine t topolojisin bir bulanik
taban1 denir (Chang, 1968).

Tammm: (X,7) bulanik topolojik uzay ve A Ct
olsun, B =A{F;:F, € Ave Asonlu} ailesini
bulanik taban kabul eden t topolojisi i¢in A, T i¢in
bir alt tabandir denir (Chang, 1968).

Ornek 10: X = {x,y} ve a,B,y € I¥,bulanik alt
kiimeleri a ={(x,0.3),(y,0.6)} B =
{(x,0.7),(y,0.5)},y = {(x,0.7), (¥,0.6)} ile
verilsin. 6 = a AB ={(x,0.3),(y,0.5)} olmak
tizere T ={0y,1y,a,B,y,6} ailesi bir bulanik
topolojidir ve (X, 1) bir bulanik topolojik uzay olur.
Bu durumda B = {0y, 1x,a,B,6 } ailesi 7 bulanik
topolojisi i¢in bir taban olur.

Ornek 11: X = {x,y} ve a,B,¥,6 € I¥ bulanik alt
kiimeler  olsun. a = {(x,0.2),(y,0.6)}, B =
{(£,03),1,05)}, y=1{(02),(»05)}, &=
{(x,0.3),(y,0.6)}. Boylece T ={0x,1x,a,8,7,6}
bir bulanik topoloji ve (X,7) bir bulanik topolojik
uzay olur. Ayrica § = {@, f} 7 igin bir alt taban ve
B = {0y, 1x, @, B,y } ailesi 7 igin bir taban olur.
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Tamm: (X.7) bulanik topolojik uzay ve F, € I¥
olsun. g, = {9 AFy: 9 e T} ailesi, Fy iizerinde bir
bulanik topolojidir ve 75, ya F, lizerine indirgenmis
bulanik topoloji denir. (F4 , g, ) ikilisine ise (X, 1)
bulanik topolojik uzaymin bir bulanik alt uzayi denir.

Tamm: Fg, Fg(y) lyelik fonksiyonuyla Y de bir
bulanik kiime, BCY ve f:X =Y bir fonksiyon
olsun. Buradan Fg bulanik kiimesinin ters resmi X
iizerinde bir bulanmik kiimedir. f~1(Fz) bulamk
kiimesine ait liyelik fonksiyonu, Vx € X igin
F (f~1(Fg)) = Fg(f(x)) ile tanimlanr.

Diger taraftan, F4, F4(X) tiyelik fonksiyonuyla X de
bir bulanik kiime, A € X olsun. F, nin goriintiisii
flF4], Y de bir bulanik kiimedir. f[F4] ya ait tiyelik
fonksiyonu Vy € Y igin,

sup{Fr, (@)} ,f'(y)#0
0 S =9

ile tanimlidir (Chang, 1968).

Fripn) = {

Teorem: f:X — Y bir fonksiyon olsun. a € I* ve
B € I olmak iizere asagidaki kosullar saglanir.

L B = (TR

i. (f@) cf@)

iii.  BicB=>f B cf (B BB ET
iv. a, Cay = flay) C fay),ag,a; € 1F

v. fUTB B

vii  ac )

Ornek 12: X = {1,2,3,4},Y = {a,,a,, a3} sirasiyla
parametre kiimesi ve evlerden olusan kiime ve iki
kisilik evlerin sahip olduklar1 ozellikleri belirten
bulanik kime F, = {(1,0.8),(2,1),(3,0.6), (4,
0.2)} olsun. f: X — Y fonksiyonu f(1) = f(3) =
ai, f(2) = a,, f(4) = a; ile tammlansin.

f~1(ay) = {1,3}, Fra)(ay) = sup{0.8,0.6} = 0.8
fH(az) = {2}, Fray(az) = 1

fHaz) = {4}, Freay(az) = 0.2
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bulunur. Béylece,

fED ={Y,F(f(F))} = {(a,,0.8), (ay 1), (as,0.2)}
olur.

Ornek 13: X = {-1,01},/: X >V, f(x) = x?
olsun. Y nin bulamik alt kiimesini Fp =
{(0,1),(1,0.6)} seklinde tanimlayalim. O zaman
f~1(Fg) bulanik kiimesine ait iiyelik fonksiyonu
F(f~1(Fg)) = F5(f(x)) ile tanimh oldugundan,

x=—-1x=1igin f(x) = 1ve Fz(1) = 0.6
x = 0 igin £(0) = 0 ve F5(0) = 1 degerleri ile
F(f~1(Fg)) = {(-1, 0.6),(0,1),(1,0.6)}
bulunur.

Tanm: (X,7;) ve (Y,7,) Iki bulanik topolojik
uzay olsun. f:(X,7;) — (Y,t,) fonksiyonu bir
bulanik siirekli fonksiyondur ancak ve ancak Y de her
bir bulanik ac¢ik kiimenin ters resmi X de bir bulanik
acik kiimedir (Chang, 1968).

Not: Klasik topolojide sabit fonksiyonlarin siirekli
oldugunu biliyoruz. Ancak bulanik topolojik
uzaylarda bu gegerli degildir. Yani bulanik topolojide
sabit fonksiyonlar bulanik siirekli olmayabilir.

Teorem: f: X — Y ve g:Y — Z bulanik siirekli
fonksiyonlar olsun. Bu durumda:

(gof): X — Z bileske fonksiyon da bulanik siirekli
fonksiyon olur.

Ispat: f:X —>Y ve g:Y — Z bulanik siirekli
fonksiyonlar olsun. vv € Z icin = (gof)(v)™! =
f~Y(g~t(v)) olur. f ve g nin bulanik siirekliligini
kullanarak (gof)~1(v) nin bulamk agik oldugunu
goruriz.

Teorem: X ve Y bulanik topolojik uzaylar
verilsin.  f X —= Y bir fonksiyon olmak {izere
asagidaki ozellikler denktir.

i.  Her bulanik kapali kiimenin tersi bulanik

kapalidir.

ii. f fonksiyonu bulanik stireklidir.
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iii. Her bir F,elIX icin f(F,) niin her

komsulugunun ters resmi F,nin  bir

komsulugudur.

iv. Her bir F, € X  i¢in f(F,;) nin her U

komsulugu i¢in f(T) € U  olacak bigimde

F,'nm bir T komsulugu vardir.

Teorem: (X,7;) ve (Y,7,) iki bulanik topolojik
uzay olsun. Buna gore, f:(X,7;) — (Y,7)
siireklidir ancak ve ancak her F, € I%,f(F,) €
f(F,) saglanir.

Ispat: (X,7,) ve (Y,t,) iki bulanik topolojik uzay
olmak tizere f: (X,7;) — (Y, 7,) siirekli olsun. Her
kiime kapaniginin alt kiimesi oldugundan f(F,) €
f(Fy) elde edilir. Boylece, F, S f~1(f(Fy)) S
fY(f(Fy)) yazmlir. f siirekli ve f(F;) kapali
oldugundan f~1(f(F,)) da kapalidir. Ancak F,’y1

kapsayan en dar kiimenin F, oldugunu biliyoruz. O
halde,

FacFcf Y (fF0) = f(F) <
fEFED)) = f(FD)

bulunur.

Tersine, her F, € IX icin f(F,) € f(F,) olsun. G5' €
7, Ve f~1(Gg) = H, olacak sekilde Gz € I' bulanik
kapal1 alt kiimesini ve H, € I* bulanik alt kiimesini
diisiinelim. Hipotezden,

fHD € FHD = f(f(Gs)) € Gp = G = Hy
c fHf(Hy) < f1(Gp) = Hy

yani H, € H, bulunur. Ayrica Hy € H, oldugunu

biliyoruz. Béylece H, = H, bulunur. Buradan
f~Y(Gg) = H, kapalidir. Yani f siireklidir.
Tanm: f:(X,7;) — (Y,7,) bulanik topolojik

uzaylar arasinda tanimli bir fonksiyon olsun. £y, Hy €
1% ve Gg € I' olmak iizere,

i. f bulanik siireklidir & V Gy € T,
fH(Gp) € 14
ii. fbulanikagik © V F; € 14 igin f(F,) € 1,

i¢in
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iii.  f bulank kapali © V Hy € 77 igin f(Hy) €

72

Ayrica eger f bijektif (yani bire- bir ve orten) ve
file f~1 siirekli ise f fonksiyonuna bir bulanmk
homeomorfizma denir (Nasrin ve Zahan, 2021).

Tanm: F, € I* bir bulanik kiime olsun. F, = 14
oluyorsa F4 bulanik yogun veya her yerde yogundur
denir (Nasrin ve Zahan, 2021).

Tanmm: F, € I bir bulanik kiime olsun. (F;)° = 0y
oluyorsa F,’ ya higbir yerde yogun degildir denir
(Nasrin ve Zahan, 2021).

Sonug: F,, Gg € I* bulanik kiimeler olsunlar. Buna
gore asagidakiler saglanir.

i. F, S Gg ve Gg bulanik yogun ise F, da
bulanik yogun olur.
ii.  F4 hicbir yerde yogun degil ise F, da higbir
yerde yogun degildir.
iii.  F, bulanik yogun ise (1 — F4)° = 0y olur.

Tamm: (X, t) bulanik topolojik uzay olsun. V x,y €
X,x #yicinx € F;,y € G4 ve F4 A G4 = 0y olacak
sekilde F,, G4 € T bulanik agik alt kiimeleri var ise
(X, 1) bulanik topolojik uzayina Hausdorff bulanik
uzay denir.

Teorem: f:(X,t;) — (Y,7,) bulanik  agik
fonksiyon olmak tizere (X,7;) Hausdorff bulanik
topolojik uzay ise (Y,7,) bulanik uzayir da bir
Hausdorff bulanik topolojik uzaydir.

Ispat: y,,y, €Y ve y, #y, olsun. y, =
f(xy) ve y, = f(x,) alahm. Hipotezden (X,74)
Hausdorff bulanik topolojik uzay1 oldugundan x; €
F4,x, € G4 Ve F4 A G4 = Oy olacak sekilde Fy, G4 €
7; bulanik agik alt kiimeleri vardir. f:(X,7,) —
(Y,7,) bulanikk agik  fonksiyon oldugundan
f(Fa), f(Ga) € 7 olur. 'y, € f(Fa),y, € f(Ga) Ve
ayrica f(FaNGy) = f(F4) A f(Gy) =0y
oldugundan (Y, t,) bir Hausdorff bulanik topolojik
uzayidir.

TARTISMA VE SONUC
Bulanik Topolojik Uzaylarin Toplamlar
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Tanim (X,7) bulanik topolojik uzayinin alt
topolojik uzaylarmin bir ailesi {(X;,7;)}, i € A ve
X =V X; olsun. Bulanik alt uzay topolojisi tanima
gore her i € A ve her F, € T bulanik agik (bulanitk
kapali) kiimesi i¢in F4 A X; bulanik kiimesi X; de
bulanik agik (bulanik kapali) olur. Buna gore :

Foet (veya F,/€T) © VieEAN, FANX €1
(veya (Fa AX ) €1;)

oluyorsa (X,7) bulanik topolojik uzayna (X;,t;)
bulanik topolojik uzaylariin serbest bilesimi denir.

Sonu¢: F, €1 bulanmk alt kiime olsun.
(FA, ‘L'FA) bulanik alt uzayi (FA AXi,tp, NX i)
bulanik alt uzaylarinin serbest birlesimi olur.

Bulanik topolojik uzaylarinin {(X;,7;)} ;i €
A ailesi igin X = V X; olsun. X {izerinde s6z konusu
bulanik topoloji ,

FAET @VlEA, FA/\XiETi

ile verilsin. Eger her bir (X;,7;) bulanik topolojik
uzayi (X, 7) bulanik topolojik uzayinin birer alt uzay
ve her bir X; bulanik kiimesi (X, ) bulanik topolojik
uzayinda acik oluyorsa (X,7), (X;,7;) ailesinin
serbest birlesimi olacaktir. Ancak (X,7) bulanmk
topolojik uzaymin (X;, ;) ailesinin serbest bilesimi
olmasi i¢in (X;,7;) bulanik topolojik uzaylarinin alt
uzay olmasi gerekmez. Serbest bilesim icin alt uzay
olma zorunlulugunu ortadan kaldiran 6nerme asagida
verilmistir.

Onerme : Bulanik topolojik uzaylardan olusan
{(X;,7:)} ;i € Aailesi ayrik ve X =V X; olsun.

Foetoheri€e Aicin F,AX; €T
seklinde tanimlanan t ailesi bir bulanik topolojidir.
ispat :

i. Her i € Aigin 0xyAX; = 0y
1X/\Xi =Xi ET; ﬁlx ET

= 0y €T Ve

ii.  Her sonlu {F,",F,? ..,F,"} St alt ailesi

i¢in,
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Vi€EA, (N1 FAD NX; =
ifadesinde F,” € 7 oldugundan

r=1(Fa" A X))

VieAiginF,” AX; €1;

olur. Her i€A igin (X;7;) topolojik uzay
oldugundan A™_,(F," A X;) € 7; bulunur. Béylece,

A?:l(FAT /\Xi) = (/\;l=1 FAT) ANX; ET; =
(/\;lleAT) ET

cikar.

iii.  Her {FAl, F4%, } C 7 alt ailesi igin :
VieAh , (VAEDAX,=V,.(FS AX)ET =
V. F, €T

elde edilir. Boylece topoloji aksiyomlar1 saglanmig
olur. Boylece (X,7) bir bulanik topolojik uzay olur.
Ozellikle bu (X,7) uzay, {(X;,7;)}ica ailesinin
serbest bilesimi olacaktir.

Tammm : Yukandaki énermede tanimlanan (X,7)
bulanik topolojik uzayina ikiser ikiser ayrik (X;, ;)
bulanik topolojik uzaylarmin bulanik topolojik
toplami denir. Bu bulanik toplam (WX;,1;) ile
gosterilir. Daha net bir anlamda X; bulanik kiimeleri
ikiser ikiser ayrik olmak iizere, X; bulamik
kiimelerinin birlesimi X bulanik kiimesini veriyorsa
X = WX; olur. X = X; topolojik toplamina ait
T topolojisine ise ayrik bilesim topolojisi ad1 verilir.

Onerme: Bulanik topolojik uzaylardan olusan
{(X;, 1)} ;i € Aailesiigin X = VX;olsun, yani X =
WX;, {(X;,7;)} bulanik uzaylarinin bulanik topolojik
toplam1 olsun. F4, € X bulanik alt kiimesi bulanik
kapalidir ancak ve ancak her bir i € A igin Fy A X;
(X;,7;) bulanik uzayinda bulanik kapalidir.

Ispat: F, € X bulanik alt kiimesi X bulanik toplam
uzayinda bulanik kapali ise her bir i € A i¢in F4 A X;
bulanik kiimesinin (X;, ;) bulanik uzayinda bulanik
kapali olacagi agiktir. Diger taraftan her bir i € A igin
FyAX;, (X;,7;) bulanik uzayinda bulanik kapali
olsun. (X\F)AX; =X \(F4AX;) ve F4AX;
bulanik  kapali  oldugundan X;\(F;AX;) ve
dolayisiyla (X\F4) A X; bulanik agiktir. Yani X\Fy,
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WX; uzayinda bulanik agiktir. Buradan F; , WX;
topalm uzayinda bulanik kapali olur.

Teorem: {(X;,7;)}; i € Abulanik topolojik uzaylarin
ayrik ailesi veX = WJX; olmak iizere (X,7), X;
uzaylarinin bulanik topolojik toplami olsun. Vi € A
icin ;- bulanik agik olan her kiime t-bulanik agik
olur.

Ispat: Vi € A icin 7; € 7 oldugunu gostermeliyiz.
F, € 7; olsun. Eger F, C X; ise

FAAXi:FAETiﬁFAAXiETif
li]lglnFA/\X]ZOXETl:FA/\XJETl,

bulunur. Yani Vi €A i¢in FyAX; €T, = F, €T
olur.

Ornek 14: X ={1,2,3,45} , X; ={1,2}, X, =
{3,4,5} olsun. X; kiimesi Uzerinde tanimli bulanik
kiimeler F,}l = {(1,0.2),(2,0.5)} e F,?l =
{(1,0),(2,0.3)} olarak verilsin .Bu durumda 7, =
{0x , 1x, F%, , F§ }, X1 iizerinde bulanik topoloji olur.

X, kiimesi iizerinde tanimli bulanik kiimeler :
G}, = {3,0),(4,05),(5,0.6)})

Gz, = {(3,0.1),(4,0.8),(5,0.2)}

Gx, A G, = Gz, = {(3,0),(4,0.5),(5,0.2)}
Gx,V G§, = Gy, = {(3,0.1),(4,0.8),(5,0.6)}

olsun. O halde 7, = {0y, ,1x,,Gx, ,G%,,G%, ,Gx,}
, X5 lizerinde bulanik topoloji olur.

X = WX; bulanik topolojik toplami {izerindeki
bulanik topoloji ise asagidaki gibidir.

Ox,1x, 1y, 1x, , F,F2G', G*, G*,G* F' v G,
Fv@G? F'vGi F'vGHFPvGLF? v G?,
F?VG,F*VvG' 1y, Vv F'1y, v F!
1y, V G 14 vV G 1x, V G 1y, VG

T =

Sonuglar:
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i. X=UWX;, {(X;,7,)} bulanik uzaylarinin
bulanik topolojik toplami olsun. Her X;
bulanik kiimesi X = WX; bulanik uzayinda
hem bulanik agik hem de bulanik kapalidir.

ii.  Her bulanik topolojik toplam uzay1 bulanik
baglantisizdir.

Teorem : X = lJX; bulanik topolojik toplamlari
olsun. O halde her X; bulanik topolojik uzay1 X in bir
bulanik alt uzayidir.

Ispat: X = V;ca X; veX; ayrik kiimeler oldugundan
X; € X oldugu agiktir . Ayrica her i € A igin 7' =
{X;ANG;G €t} olmak tlizere 7; = 7' oldugunu
gostermeliyiz.

FAETliaGAET:FA: Xi/\GA =>XinGA€Ti
iFAETi

HAETiVeTigT = HAE TVEHA gXl = HA:
HAAXi;HAE T :HA ET,

O halde 7; = ' olur.

Tanmm: Bulanik topolojik uzaylardan olusan
{(X;,7:)} ;i € A ailesi ayrik ve X = V X; olsun, yam
WX; bulanik topolojik toplam olsun. F,, G, € IX
bulanik alt kiimeleri verilsin. Eger F, € Hy C
Gy:Hy €T varsa G, kiimesine F, kiimeye bir
komsulugu denir. F, 'min tim  bulamk
komsuluklarinin ailesi Ny (F,) ile gosterilir.

Nx(Fa) ={ NaVGa:Ny € Ny,(Fa) Gy € 1% }
olur. Burada Ny, (F), F40gesinin  (X;,7;)
uzayindaki komsuluklar ailesidir.

Teorem: F, € 1X¥ kiimesi bulanik aciktir & F,
bulanik kiimesi her bir bulanik alt kiimesinin bir
komsulugudur.

ispat:

=: F, bulanik agik , yan1 F, € T ve G4 S F, olsun.
F\'cF,CF, yazilabildiginden Fj, F,* bulanik
kiimesinin bir komsulugu olur.

&: Tersine F, her alt kiimesinin bir komsulugu ise
F,' € G, S F, olacak sekilde G, bulamk acik
kiimesi mevcudtur. Buradan,
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Gy =VF' SG,CS VFy ={Fs:F,' CFy)

olur. Bu nedenle F, kiimesi G, bulanik agik
kiimelerinin bir birlesimi ve bodylece F, bulanik
aciktir.

Ornek 15:

X={a,b,c,d} , X, ={a, b}, X, ={c,d} olsun . X;
kiimesi {izerinde tanimli bulanik kiimeler, R}, =
{(a,0.1), (b,0.6)} ve RZ, = {(a,0), (b,0.4)} olarak
verilsin. Bu durumda, t; = { Oy, 1x1,Ry1,R%.},
X, luzerinde bir bulanik topoloji olur. X, kiimesi
tizerinde tanimli bulanik kiimeler :

Ty, = {(C,0),(d, 1)}

TZ, = {(c,0.3),(d,0.5) }

Te, ANTZ, = {(c,0),(d,0.5)} = T3,

T, VT, = {(c,0.3),(d, D} = Ty

olsun. O halde,

T, ={ Ox2, 1x2, Txz , T2 Titz , Tx2 }, Xo lizerinde
bir bulanik topoloji olur. X = WX; toplamu tizerindeki

bulanik topoloji ise

T =
1 p2 1 2 m3 s
Ox,1x ,1x2 ,1x1,Rx1,Rx1 . Tx2, T2, Tx2 » Tx2 s
R¥1V Tyz , Rx1 VTis , Rx1 VT2 Ry VTxa,
2 1 2 2 p2 3 p2 4
Ry1 VTx, , Rx1 VTxy,Rx1 VTxz, R V Ty,

ve

N (Rx1)

Ri1 »R%1 VTiz , Rx1 V Ta, Ry V Titp, Ryy V Tx2
{(a,0.2),(b,0.6)},{(a,0.3),(b,0.6)}, ...
{(a,0.2),(b,0.7)},{(a, 0.3),(b,0.7)},...

olarak bulunur.

Tamm: X = WX; bulanik topolojik toplamin1 alalim.
(X,7) bulanik uzaymm bir F, € IX bulanik alt
kiimesi diisiinelim. F; kiimesinin kapanigi Fy4
kiimesini kapsayan biitiin bulanik kapali kiimelerin
arakesitidir ve F, ile gosterilir. Sonug olarak F, , Fy
kiimesini barindiran en kiigiik bulanik kapali
kiimedir. Diger bir ifade ile
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Fy={AKy:Fysc KyveK, €1}
bulanik kiimesidir.

Tanmmm: {(X;,T;},i € A ailesinin bulanik topolojik
toplami olan (X, t) bulanik topolojik uzay1 i¢in, F, <
I* ve p € F, olsun. Eger p ‘nin, F,” nin icinde kalan
uygun bir komsulugu varsa p ‘ye F4 nin bulanik ig¢
noktast denir. f; nin tiim bulanik i¢ noktalarmin
kiimesine F, nin i¢i denir ve F,° ile gosterilir. F,° =
V{G, c F,: G4 € 1} oldugu agiktir.

Ornek 16: X={a,b,c} ,X; ={a}, X, ={b,c}
olsun . X; kiimesi lizerinde tanimli bulanik kiimeler
T, = {(a,0.5)} ve T2, = {(a, 0.3)} olarak verilsin .
Bu durumda 7, = { Oxy, %1, TZ,} olur. X, kiimesi
tizerinde taniml1 bulanik kiimeler :

DL, = {(b,0.1), (c, 0.5)}
Dg, = {(b,04),(c,1)}

olmak iizere T, = { Oxz, 1x2, Dy, , D, } X, iizerinde
topoloji olur ve X = lJX; Bulanik topolojik toplami
iizerindeki bulanik topoloji

1 2 1 2
T = 0X']-X '1X2 '1X1 'TXl 'TXl 'DXZ'DXZI
T uDE,,TE, UDZ,, T2, UDL, T2, U D2
X1 X21X1 X21X1 X2 1X1 X2

{ Ox,1x ,1xy 151, T , T , D}, D2, }
=1 {(a,0.5), (b,0.1), (¢, 0.5)},{(a,0.5), (b, 0.4), (c, 1)}
{(a,0.3),(b,0.1), (c,0.5)},{(a, 0.3),(b,0.4), (c, 1)}

seklinde bulunur ve bulanik kapli kiimeler ailesi

F
( Ox,1x ,1xz ,1x1,{(a, 0.5)}{(a, 0.7)},
_ {(b,0.9),(c,0.5)},{(a,0.5), (b, 0.6), (c, 0)}
- i {(b,0.6),(c,0)},{(a, 0.5), (b,0.9), (c,0.5)}, }
{(a,0.7), (b,0.9),(c,0.5)},{(a,0.7), (b,0.6), (c, 0)}

seklindedir. E = {(a,0.5),(b,0.6),(c,1)} bulanmk
kiimesi i¢in E° = {(a,0.5), (b,0.4), (c,1)} ve E =
1 bulunur.

Tamm: {(X;,7;)} ; i € A ailesinin bulanik topolojik
toplami (X.7) olmak iizere, (X.t) bulanik topolojik
uzaymda § C 7 alt ailesi i¢in eger X'in her bulanik
acik kiimesi §8 nin bazi elemanlarinin birlesimi olarak
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yazilabiliyorsa, 8 ailesine T bulanik topolojisinin bir
taban1 diyecegiz.

Ornek 17: X={mn,r},X; ={m} X, =
{n},X; ={r} olsun. X; kiimesi iizerinde taniml
bulanik kiimeler M}(l ={(m,0.1)} vely, = {(m, 1)}
olmak iizere 7, ={1x,0x, Mg, } bir bulanik
topolojidir. X, kiimesi tizerinde tanimli bulanik
kiimeler N}}Z ={(n,0.2)} ve 1y, = {(n,1)} olmak
iizere T, = {1x,,0x, Ng, } de X, iizerinde bir
bulanik topoloji olur. X3 kiimesi {izerinde ayrik
olmayan bulanik topoloji ise 3 ={1X3,0X3} ile
verilsin. X = WX; bulanik topolojik toplami
tizerindeki bulanik topoloji:

1XI OX ’ 1X11 1X21 1X3 )] M}1(1; N)%zp M}l(l \ N}%zp
T =
My Vg, Mg V1 X3,N,}2 Vi, Ng, V1,

olarak elde edilir. Boylece B =
{0x,1x,, 1x,, 1x, , My , N } ailesi 7 icin bir taban
olur.

Teorem: (X,7) bulanik topolojik uzay1 ve B ST
ailesi verilsin.

B,T i¢in bir taban olur & VF,E€tveGy S
FAI(;II’IHBAQB'GAQ BAQFA

ispat:
= f3, T icin bir taban, F, € T Ve G, € F4 olsun .

Bu durumda varsayimdan dyle bir takim B; € 8
Ogeleri bulunabilirki : Fy =V B;  yazanz. G, € F,
dan G4, € VB; ve buradan G4 € B; € Fy seklinde
bir B; €  elemaninin var oldugu agikca goriiniir.

& Diger taraftan, her F, € T ve her G4 S F, i¢in
3 BA c ﬁ : GA c BA c FA yaZ&blldlgllel
varsayalim. Buna gore,

Fy = V{G,4} VB, €F, ve bu nedenle F, =
{V B, : G4 S F,} yazabiliriz ve buna gore 8 ailesi
i¢in bir tabandir.

SONUCLAR

Bu calismada bulanik topoloji ve topolojik kavramlar
baz alinarak bulanik topolojik toplamlar tanimi
verildi ve Orneklendirildi. Bulanik topolojik
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toplamlar i¢in bazi sonuglar elde edildi. Bulanik
topolojik toplamlar icin elde edilen ifadelerin aslinda
topolojik toplamlarda elde edilen sonuglarin bir
genislemesi oldugu sonucuna varildi. Dolayisiyla
klasik topolojiyi, elemanlara ait olma derecesi 0 veya
1 oldugunda, bulanik topolojinin 6zel bir durumu
olarak diisiiniilebilir.

Bu c¢alismanin devami olarak bulanik topolojik
uzaylarin  toplaminda  aymrma  aksiyomlari,
baglantililik ve kompaktlik gibi kavramlar da
incelenebilir.

CIKAR CATISMASI BEYANI
Yazarlar bu makale ile ilgili herhangi bir ¢ikar
catismasi bildirmemektedir.

ARASTIRMA VE YAYIN ETiGi BEYANI
Yazarlar bu ¢aligmanin arastirma ve yayin etigine
uygun oldugunu beyan eder.

KAYNAKLAR

Al-shami, T.M., Ljubisa D. R. Ko cinac ve Baravan A.
Asaad (2020), Sum of soft topological spaces.
Mathematics, 8, 990.

Al-shami, T.M. ve Mhemdi, A. (2023) Generalized frame
for orthopair fuzzy sets: (m,n)-Fuzzy Sets and their
applications to multi-criteria  decision-making
methods. Information, 14, 56.

Atay, A. (2010) Topolojik Toplamlar ve Baz1 Sonuglar
(yiiksek lisans tezi). Diyabakir: Dicle Universitesi,
Fen Bilimler Enistitiist.

Atay, A. (2023) Disjoint union of fuzzy soft topological
spaces. AIMS Mathematics, 8(5), 10547-10557.
Chang, C. (1968) Fuzzy topological spaces. Journal of
Mathematical Analysis and Application, 24(1), 182-

190.

Dobois, D. ve Prade, H. (1980) Fuzzy sets and
dystems: Theory and Applications. Boston: Academic
Press.

Kerre, E., Mshhour, A. ve Ghanim, M. (1984) Separation
Axioms, Subspaces and Sums in Fuzzy Topology.
Journal of Mathematical Analaysis and Applications,
102(1), 189-202.

Lowen, P. (1976) Fuzzy Topological Spaces and Fuzzy
Compactness. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 56(3), 621-633.

Ming, L. ve Ming, P. (1980) Fuzzy Topology. |.
Neighborhood Structure of a Fuzzy Point and Moore-
Smith Convergence. Journal of Mathematical ve
Applications, 76(2), 571-599.

Nasrin, R. ve Zahan, I. (2021) An Introduction to Fuzzy
Topological Spaces. Advances in Pure Mathematics,
11(5), 483-501.

208

[JPAS

ypas@munzur.edu.tr
ISSN: 2149-0910

Palaniappan, N. (2002), Fuzzy Topology, Alpha Scie. Int.
Lyd., 179 sf.

Shostak, A. P. (1996), Basic Structures of Fuzzy Topology,
J. Math. Sci. 78(6), 662-701.

Shostak, A. P. (1989), “Two decades of fuzzy topology:
basic ideas, notions, and results”, Uspekhi Mat. Nauk,
44:6(270), 99-147; Russian Math. Surveys, 44:6,
125-186.

Ying-ming, L. ve Mao-kang, L. (1998), Fuzzy Topology,
World Sci., Sichuan Union University, China, 353
sf.

Zadeh, L. (1965) Fuzzy sets. Information and control, 8,
338-353.



