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The aim of this study is to introduce a new Liénard Oscillator type to the literature by using two Carbon 
Knowm memristors connected in antiparallel as a nonlinear circuit element. It is quite difficult to find the 
exact solution of Liénard Oscillators in the literature. In this study, equations showing that this oscillator is 
a Liénard oscillator-like oscillator are also derived. The carbon memristor-based Lienard oscillator 
simulation result given in Figure A confirms the Lienard oscillator-like behavior of the proposed circuit. 
 

 
 

Figure A. Output signal of the memristor based Lienard Oscillator circuit obtained with L Tspice 
simulation 

 
Purpose:  
The purpose of this work is to present a new type of Liénard Oscillator to the literature by using two Carbon-
based Knowm memristors. 
 
Theory and Methods:  
In the study, first the proposed circuit is introduced, the equations of the oscillator are given, it is emphasized 
that the equivalent memristor memristor of the oscillator should be a double function and it is proven, the 
circuit is built on the protoboard and examined experimentally. Simulations of the circuit are performed with 
the LTspice circuit simulator.In the Liénard Oscillator proposed in this study, Karbon Knowm memristors 
connected to the protection resistor are connected in reverse parallel. 
 
Results:  
With the experiments, it was shown that a Liénard oscillator can be made using Carbon-based Knowm 
memristors and its performance was examined. In addition, LTspice simulator simulations of the proposed 
memristor-based Lienard oscillator were performed and the results were given. The results support the 
Lienard oscillator-like behavior of the proposed circuit. 
 
Conclusion:  
The experiences gained in this study can be used in the construction of different memristor-based oscillators 
and circuits. The double memristor usage method given in this circuit can also be tried with memristors made 
of other materials and new types of Liénard Oscillators can be made. 
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 Yeni devre elemanı memristör sensör yapımında, hücresel sinir ağları, kaotik sistemler, programlanabilir
analog devreler, kalıcı bellek cihazları gibi devre uygulamalarında kullanılabilmektedir. 1928’de salınımlı
devrelerin modellenmesi için Alfred-Marie Liénard tarafından Liénard denklemleri önerilmiştir. İlk Liénard
Osilatörü yapıldığında yarı iletken teknolojisi mevcut değildi ancak günümüzde çeşitli yarı iletken devre
elemanları yeni tür Liénard Osilatörlerinin yapımında kullanılmaktadır. Günümüzde Knowm firmasının
ürettiği ve piyasada satılan Karbon tabanlı memristörler mevcuttur. Yapılan literatür çalışmasına göre, henüz 
yapılmış Karbon Knowm memristör tabanlı bir Liénard Osilatörü bulunmamaktadır. Bu çalışmanın amacı
iki adet Karbon tabanlı Knowm memristör kullanarak literatüre yeni bir Liénard Osilatör çeşidi
kazandırmaktır. Bu çalışmada önce memristör tabanlı bir Liénard Osilatörü devre topolojisi önerilmiş,
devreyi tanımlayan denklemler verilmiş, ardından Karbon tabanlı bir memristör entegresi kullanılarak devre
kurulmuş ve kurulan osilatör üzerinde gerçekleştirilen deneyler sayesinde literatürde bir ilk olarak iki tane 
ters-paralel bağlı Karbon Knowm memristör kullanarak bir Liénard Osilatörü yapılabileceği gösterilmiştir. 
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 The new circuit element memristor can be used in the construction of sensors and in circuit applications such
as cellular neural networks, chaotic systems, programmable analog circuits, and non-volatile memory 
devices. Liénard equations was proposed by Alfred-Marie Liénard in 1928 for modeling oscillating circuits.
Semiconductor technology was not available when the first Liénard Oscillator was made, but, today, various
semiconductor circuit elements are used in the construction of new types of Liénard oscillators. Nowadays,
there are Carbon-based memristors sold on the market produced by Knowm company. According to the
literature review done, there is not any Carbon Knowm memristor-based Liénard oscillators made yet. The 
purpose of this work is to present a new type of Liénard Oscillator to the literature by using two Carbon-
based Knowm memristors. In this study, first, a memristor-based Liénard Oscillator circuit topology was
proposed, the equations describing the circuit is given, then the circuit was built using a Carbon-based 
memristor integrated circuit, and the experiments were performed on the assembled oscillator to show that a
Liénard oscillator can be made using two anti-parallel Carbon-based Knowm memristors for the first time
in the literature. 
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1. Giriş (Introduction) 
 
Yaklaşık yarım asır önceye kadar sadece direnç, kondansatör, 
endüktör olarak 3 temel devre elemanı bilinmekteydi. Direnç akım ile 
gerilim, kondansatör elektrik yükü ile gerilim, endüktör elektrik akısı 
ile akım arasındaki ilişki ile tanımlanır ancak, elektrik yükü ile 
elektrik akısı arasındaki ilişkiyi tanımlayan bir temel devre elemanı 
bulunamamıştı. Chua tarafından 1971 yılında, memristör isimli 
elektrik yükü ile elektrik akısı arasındaki ilişkiyi gösteren dördüncü 
bir temel devre elemanın varlığı iddia edilmiştir [1]. Memristör 
kelimesi, memory (hafıza) ve resistor (direnç) kelimelerinin 
birleşiminden oluşturulmuş, hafızalı direnç anlamına gelmektedir. 
Memristör lineer direnç gibi güç harcar ancak nonlineer bir dirençtir 
ve hafızalıdır [1]. 1976 yılında Chua ve Kang tarafından, memristör 
gibi davranış gösteren sistemler memristif sistemler olarak 
isimlendirilmiş, Hodgkin-Huxley nöron modeli, termistör, neon 
lamba, floresan lamba gibi pek çok sistem memristif sistemlere örnek 
olarak verilmiş ve memristif sistemler verdikleri denklemler ile 
tanımlanmıştır [2]. Memristörün temel bir devre elemanı olduğunu 
iddia edilmesine karşın 2008 yılına kadar memristör üzerine çok fazla 
çalışma yapılmamıştır. 2008 yılında Stanley Williams ve araştırma 
ekibi tarafından ideal olmayan bir TiO2 memristör, sonradan verilen 
adıyla HP memristör keşfedilmiştir [3]. Bu keşfin ardından memristör 
günümüzde pek çok araştırmacı tarafından üzerinde çalışmalar 
yapılan popüler bir araştırma konusu olmuştur [3-7]. Memristörün 
hafızasından dolayı birçok alanda yeniliğe yol açılacağı 
düşünülmektedir. [3]’te memristif sistemlerin uçucu olmayan yani 
değerini kaybetmeyen bir bellek elemanı ve programlanabilir bir 
dinamik yük olarak kullanılabileceği gösterilmiştir. 1971’de Chua’nın 
teorisini kurduğu memristör idealdir ve günümüzde hâlâ 
bulunamamıştır. Günümüzde memristör emülatörleri ya da memristif 
sistemler de memristör diye isimlendirilmektedir. Memristörün devre 
teorisi perspektifinden derinlemesine bir incelemesi [4]’te 
sunulmuştur. Memristörlere ait araştırma ve uygulama alanlarının 
artmasıyla çeşitli madde dizilerinin memristif sistem davranışlarını 
inceleyen çok sayıda çalışma literatürde yerini almıştır [5, 6]. Bellek 
devre elemanları (memristörler, memkapasitörler ve memindüktörler) 
[5]’te kısaca gözden geçirilmiş, bu elemanların öğrenme devreleri, 
sinirsel devreler ve programlanabilir analog devrelerde uygulamaları 
tartışılmıştır. [6]’da bilgi depolama (bellek) devreleri, 
programlanabilir devreler, öğrenme devreleri ve insan biyolojisinden 
ilham alan sistemler gibi birçok memristör uygulaması tartışılmıştır. 
Nano belleklerin analizi ve tasarımında memristörün kullanımıyla 
ilgili olarak bazı temel devre kavramları ve teorisi [7]’da tanıtılmıştır. 
HP memristör ve memristör teorisinin kısa bir özetinden sonra, 
gelecekteki gelişmelerle birlikte piyasaya çıkacağı düşünülen 
memristörün devre tasarımı ve bilgisayar teknolojisindeki ana 
uygulamaları [8]’de özetlenmiştir. Memristör tabanlı bir bilgisayar 
hafızası içinden akım akmadığında veya üzerine gerilim 
düşmediğinde var olan veriyi RAM hafızalarının tersine, güç 
tüketmeden uzun bir süre hafızasında tutabilir. Gerilim yeniden 
verildiğinde ise, aradan çok uzun süre geçmiş olmasına rağmen, 
kullanıcı bilgisayarın yeniden açılması için beklerken zaman kaybı ve 
enerji tüketimi sorunları olmadan bilgisayar daha önce hafızasında 
kaldığı yerden çalışmaya başlayabilecektir [9]. Gelecekte hafızasında 
bilgi tutarken aynı zamanda lojik işlemler de yapabilen memristör 
tabanlı flip-flop gibi devreler yapılabilmesi öngörülmektedir ve 
memristör tabanlı kalıcı hafızaya sahip bilgisayarların hızının yüksek 
olacağı umulmaktadır [10, 11]. Memristörü barındıran pek çok analog 
ve sayısal devre önerileri literatürde yerini almıştır [5-8]. Analog 
filtreler, kuvvetlendiriciler, osilatörler gibi programlanabilir 
elektronik devreler, bilgisayar hafızaları ve yapay sinir ağları 
devreleri gibi birçok elektronik devrede memristör kullanımı olası 
görülmektedir [12-14]. [15]’te memristör emülatörü kullanarak 
programlanabilir filtreler, kuvvetlendiriciler ve osilatörler 

yapılabileceği gösterilmiştir. [16]’da Titanyum dioksit (TiO2) 
memristörleri kullanan değişken kazançlı bir yükseltici topolojisi 
sunulmuştur. [17]’de memristör tabanlı filtre uygulamaları 
tartışılmıştır. [18]’de memristör kullanılarak Biquad bir filtrenin 
parametreleri ayarlanabilir bir şekilde yapılabileceği gösterilmiştir. 
[19]’da memristör tabanlı Sallen Key filtre incelenmiştir. Modüle 
edici sinyalin bozulması nedeniyle harmonik yan bantlardan 
arındırılmış, istenen genlik modülasyonunu üretmek için nonlineer 
devre elemanı memristörün kullanılabileceği [20]’de gösterilmiştir. 
[21]’de ilk kez memristör tabanlı bir faz kaydırıcı devre incelenmiştir. 
[22]’de bir opampın yapısı bir memristör emülatörü kullanarak 
yeniden yapılandırışmış ve faz kaydırmalı bir osilatör devresinin 
yapımında kullanılarak, yapılan osilatörün benzetim ve deneylerler 
başarımı incelenmiştir. Bir memristör ile osilatör yapılabileceği ilk 
defa [1]’de gösterilmiştir. [15]’te memristör tabanlı bir gevşeme 
osilatörü incelenmiştir. [23]’te [15]’teki osilatördeki memristörün yeri 
değiştirilerek yapılan osilatörün analizi verilmiştir. Memristör tabanlı 
bazı gevşeme osilatörlerinin harcadığı güç için matematiksel ifadeler 
[24]’te sunulmuştur. [25]’te Wien Osilatör ailesinin dört üyesini 
Memristör kullanılarak analiz etmek için genelleştirilmiş 
matematiksel modeller geliştirilmiştir. [26]’da Chua diyotları 
memristörlerle değiştirilerek, Chua’nın devrelerinden birkaç farklı 
nonlineer kaotik osilatör türetilmiştir. Memristör tabanlı kaotik 
devreler kullanarak rastgele sayı üreteci yapımının mümkün olduğu 
[27, 28]’de gösterilmiştir. [29]’da ilk defa bir memristör tabanlı kaotik 
rössler devresi yapılabileceği gösterilmiştir. [30, 31]’de memristörlü 
testere dişi sinyal üreteci yapılabileceği gösterilmiştir. Memristör 
tabanlı bir Duffing Osilatörü’nün de yapılabileceği ilk defa [14]’te 
gösterilmiştir. [32]’de ise nonlineer eleman olarak bir memristöre 
sahip elektronik bir Duffing Osilatör modeli önerilmiştir. [33]’te 
kaotik osilatörler için Chua diyotları yerine nonlineer eleman olarak 
ters-paralel bağlı iki HP memristör emülatörü tabanlı bir tasarım 
önerilmiş ve bu tasarım ile Chua’nın osilatörlerinden türetilen bir dizi 
lineer olmayan devre tartışılmıştır. [34]’te Chua diyotu akı kontrollü 
bir memristörle değiştirilerek, kanonik Chua’nın osilatöründen 
memristör tabanlı yeni bir kaotik osilatör elde edilmiştir. Memristör 
tabanlı bir reaktanssız osilatör ailesi [35]’te incelenmiştir. [36]’da 
hem nonlineer direnç tabanlı hem de Tungsten Knowm memristör 
tabanlı düşük frekanslı voltaj kontrollü osilatör devreleri 
gerçeklenerek incelenmiş ve birbirleriyle karşılaştırılmıştır. [37]’de 
Knowm memristör kullanarak gerçeklenmiş bir kaos devresi 
sunulmuştur. Görüldüğü üzere literatürde sunulmuş çok farklı türde 
memristör tabanlı osilatörler mevcuttur ve hala yeni tip memristör 
tabanlı osilatörler aranmaktadır. 
 
Liénard osilatörünün özel hali olan Van der Pol Osilatörü (VDPO), 
1926 yılında ilk kez bir triyot vakum tüpüyle yapılmış, günümüzde 
yapımında çeşitli yarı iletkenlerin kullanılabildiği ve literatürde 
yaygınca incelenmiş bir osilatördür [38-41]. 1928 yılında, Fransız 
fizikçi Alfred-Marie Liénard tarafından salınımlı devrelerin 
modellenmesi için Liénard denklemleri önerilmiştir [42]. Van der Pol 
denklemleri VDPO’yu tanımlarken kullanılır ancak Liénard 
denklemleri VDPO denklemlerini özel bir hâl olarak kapsar [40-44]. 
[38]’de VDPO’nun denklemleri verilmiştir. Radyo ve vakum tüp 
teknolojisinin geliştirilmesi sırasında, salınımlı devrelerinin 
modellenmesinde Liénard denklemleri yoğun bir şekilde 
kullanılmıştır [41]. [43]’te bir optik rezonans tünel diyotu kullanarak 
Liénard denklemi ile tanımlanabilen bir VDPO keşfedilmiştir. [44]’te 
tünel diyot kullanarak Van der Pol Osilatörü tasarlanmış ve resonant 
tünelleme diyot bazlı mikrodalga kaynakları elde edilmiştir. Ters-
paralel Schottky diyot dizisi tabanlı bir VDPO [45]’te önerilmiştir. 
Memristör tabanlı Liénard sistemlerinin oldukça zengin dinamiklere 
sahip olduğu [46]’da gösterilmiştir. [46]’da kübik karakteristiğe sahip 
ideal memristör kullanılarak yapılan varsayımsal bir Liénard 
osilatörünün davranışları benzetim yapılarak incelenmiştir. Genlik ve 
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frekans taraması yaparak bu osilatörlerin karışık modlarda osilasyon 
yapabildiği kaotik davranabildiği gösterilmiş ve bu varsayımsal 
osilatörün çatallanma diyagramları verilmiştir. Liénard Osilatörü 
bulunduğunda yarı iletken teknolojisi henüz gelişmemişti ancak 
bugünlerde çeşitli yarı iletken devre elemanları ile farklı yapılarda 
Liénard Osilatörleri yapmak mümkündür.  
 
Günümüzde Memristör üretimi ve satışı üzerine çalışan çok sayıda 
firma mevcuttur [47, 48]. [47]’de günümüzde Knowm firması 
tarafından piyasaya sürülen Karbon ve Tungsten tabanlı Knowm 
memristörler üzerine bilgi bulunabilir. Yapılan literatür taramasına 
göre bildiğimiz kadarıyla henüz piyasada satılan memristör 
kullanarak yapılmış ve çalıştığı deneysel olarak gösterilmiş memristör 
tabanlı bir Liénard Osilatör devresi mevcut değildir. Bu çalışmanın 
amacı nonlineer devre elemanı olarak ters-paralel bağlı iki adet 
Karbon Knowm memristör kullanarak literatüre yeni bir Liénard 
Osilatör çeşidi kazandırmaktır. Literatürde Liénard Osilatörlerinin 
tam çözümünü bulmak oldukça zordur. Bu çalışmada ayrıca bu 
osilatörün Liénard osilatörü benzeri bir osilatör olduğunu gösteren 
denklemler de türetilmiştir. Yapılan deneyler ile Karbon tabanlı 
Knowm memristörler kullanarak Liénard osilatörü yapılabileceği 
gösterilmiş ve başarımı incelenmiştir. 
 
Bu çalışma şu takip eden sırayla düzenlenilmiştir. İkinci bölümde 
devreyi modellemede kullanılan memristör modeli verilmiştir. 
Üçüncü bölümde kendinden kanal oluşturmalı Karbon tabanlı 
Knowm memristör üzerine bilgi verilmiştir. Dördüncü bölümde 
Liénard denklemi, denklem sistemi, osilatörleri ve bu çalışmada 
önerilen memristör tabanlı bir Liénard Osilatörü devresine yer 
verilmiştir. Ayrıca bu önerilen osilatörü tanımlayan denklemler 
türetilmiş ve bu osilatörün bir Liénard osilatörü olduğu gösterilmiştir. 
Beşinci bölümde bu çalışmada önerilen osilatörün deney sonuçlarına 
yer verilmiştir. Bu çalışma sonuç bölümü ile sonlandırılmıştır.  
 
2. Bu Çalışmada Kullanılan Memristör Modeli  
(The Memristor Model Used in this Study)  
 
İdeal memristör memristif sistemin özel bir halidir [2]. Günümüzde 
iyonik memristif sistemler de memristör olarak 
adlandırılabilmektedir. Doğrusal olmayan bir memristör modeli Eş. 1 
ve Eş. 2’de verilmiştir.  
 
𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑅ሺ𝑥ሻ𝑖ሺ𝑡ሻ (1) 
 
ௗ௫

ௗ௧
ൌ ఓೡோ೚೙

஽మ 𝑖ሺ𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ (2) 

 
Burada v(t) memristörün gerilimi, i(t) memristörün akımı, x(t) 
memristörün durum değişkeni, R(x) durum değişkenine bağlı 

memristörün memristans (rezistans) değeri, w memristif elementin 
okside kısmının uzunluğu, D memristif elementin toplam uzunluğu, 
x=w/D normalize edilmiş okside kısmın uzunluğu, μv iyon hareketlilik 
katsayısı, 𝑅௢௡ memristörün minimum rezistansı ve f(x) pencere 
fonksiyonudur, Bir memristörün direnci durum değişkenine bağlı 
olarak elde edilen eşitlik, Eş. 3’te verilmiştir. 
 
𝑅ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑅௢௙௙ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥  (3) 
 
Burada 𝑅௢௙௙ memristörün maksimum rezistansıdır. Yani bir 
memristörün rezistans değer aralığı 𝑅௢௡ ve 𝑅௢௙௙ arasındadır. Pencere 
fonksiyonu ise memristör modelinin ideal memristöre ne kadar yakın 
olduğunun bir ifadesidir [49]. Biolek pencere fonksiyonu Eş. 4’te 
olarak tanımlanmıştır [49]. 
 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1 െ ൫𝑥 െ 𝑠𝑡𝑝ሺെ𝑖ሻ൯
ଶ௣

 (4) 
 
Bu fonksiyon parçalı fonksiyon kullanılarak Eş. 5’te verilmiştir. 
 

𝑓ሺ𝑥, 𝑖ሻ ൌ ൜
1 െ 𝑥ଶ௣, 𝑖 ൒ 0

1 െ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ௣, 𝑖 ൏ 0
 (5) 

 
Bu çalışmada davranışının akım yönüne bağlı olmasından dolayı 
Biolek memristör modeli tercih edilmiştir.  
 
3. Kendinden Kanal Oluşturmalı Karbon Tabanlı Knowm 
Memristör  
(Self-Directed Channel Carbon-Based Knowm Memristor)  
 
Knowm SDC Memristör elektrokimyasal metalizasyon hücresi olarak 
da adlandırılır ve katmanlar arasındaki kanallara Ag+ iyonlarının 
yayılmasıyla elektriksel direnci değişir. Aygıtın aktif katmanları 
içinde Ag aglomerasyon bölgeleri ile kalıcı kanallar oluşur. Şekil 
1a’da Knowm firmasının ürettiği 16 bacaklı içinde 8 adet kendinden 
kanal oluşturmalı (Self-Directed-Channel (SDC)) Karbon tabanlı 
memristörün bulunduğu entegre devresi görülmektedir [47]. Entegre 
devrenin bacak bağlantıları Şekil 1b’de verilmiştir. Bu entegre 
devrede, birbirinden izole memristörlerin uçları entegrenin karşılıklı 
bacak çiftleri olacak şekilde yerleştirilmiştir. Karbon tabanlı bir 
Knowm memristöre sinüzoidal bir sinyal uygulanarak 20 Hz ve 100 
Hz frekanslarında alınan birer histerezis eğrisi Şekil 1c ve Şekil 1d’de 
verilmiştir. İdeal bir memristörün histerezis eğrisinin alanının 
frekansla azalması gerektiği [2]’de açıklanmıştır. Şekil 1’de artan 
frekans değeriyle birlikte, histerezis eğrisinin alanının küçüldüğü 
görülebilmektedir. Ayrıca memristörden beklenen davranışlardan biri 
olan sıfırdan geçiş de yine histerisiz eğrilerinde görülebilmektedir [1, 
2]. Bu memristör üzerine daha fazla deneysel tecrübe [50]’de 
bulunabilir. 

 
 

Şekil 1. a) Karbon (C) tabanlı Knowm memristör entegresi [47], b) Karbon tabanlı Knowm memristör entegresinin bacak bağlantıları 
[47], Kendinden Kanal Oluşturmalı bir Karbon (C) Tabanlı Memristörün sinüzoidal gerilim altında, c) 20 Hz ve d) 100 Hz frekans 

değerleri için alınan histerezis eğrileri  
(a. Integrated circuit of Knowm memristor [47], b. Pins of the Integrated circuit of Knowm memristor [47], Hysteresis curves of the self directed channel 

carbon based memristor under sinusoidal excitatition for a frequency of c. 20 Hz and d.100 Hz ) 
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4. Liénard Denklemi ve Bu Çalışmada Önerilen Liénard 
Osilatörü  
(Liénard Equation and Proposed Liénard Oscillator) 
 
4.1. Liénard denklemi ve liénard denklem sistemi  
(Liénard equation and liénard system) 
 
Liénard Sistemi adını Fransız fizikçi Alfred-Marie Liénard’dan 
almaktadır. Bu dinamik sistem ikinci dereceden diferansiyel denklem 
olan Liénard denklemi ile modellenmektedir [42]. Liénard 
denkleminden, radyo ve vakum tüp teknolojisinin geliştirilme 
aşamalarında salınımlı devreleri modellemek için yararlanılmıştır 
[42]. Liénard Teoremi, bu sistemlerde ya da osilatörlerde sınır 
döngüsünün benzersizliğini ve var olduğunu ispat eder [42]. Liénard 
denkleminin tanımı şu şekilde verilebilir; f çift fonksiyon ve g tek 
fonksiyon olmak üzere R üzerinde sürekli türevlenebilir iki fonksiyon 
olsun. Bu durumda aşağıda verilen ikinci dereceden diferansiyel 
denklem Liénard denklemi adını alır. Eş. 6’da Liénard denklemi 
görülebilir. 
 
ௗమ௫

ௗ௧మ ൅ 𝑓ሺ𝑥ሻ ௗ௫

ௗ௧
൅ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0  (6) 

 
Liénard Osilatörü sınır döngüsü için analitik bir çözüm, f(x) sabit 
parçalı bir fonksiyon ise mevcuttur [40]. Liénard denklemi eşdeğer iki 
boyutlu bir adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülebilir, Eş. 7 
ve Eş. 8’de görülebilir.  
 
𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ሺ𝜉ሻ𝑑𝜉

௫
଴  (7) 

 

𝑥ଵ ≔ 𝑥; 𝑥ଶ ≔
ௗ௫

ௗ௧
൅ 𝐹ሺ𝑥ሻ (8)  

 
Eş. 7 ve Eş. 8’deki gibi tanımlanmış olsun. Bu dönüşümle, Eş. 9’da 
tanımlanan bu sisteme Liénard Denklem Sistemi denir. 
 

൤
𝑥ሶଵ
 𝑥ሶଶ

൨ ൌ ℎሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶሻ ≔ ൤
𝑥ଶ  െ 𝐹ሺ𝑥ଵሻ

െ𝑔ሺ𝑥ଵሻ ൨ (9) 

 
4.2. Genel Liénard Osilatörü Devresi  
(Generic Liénard Oscillator Circuit) 
 
Liénard Osilatörü ve onun özel hâli olan Van der Pol Osilatörü bir 
endüktör, bir kondansatör ve bir nonlineer negatif dirençten 
oluşmaktadır [41, 42, 45]. Genel (jenerik) Liénard Osilatörü ya da 
Van der Pol Osilatörü Devresi Şekil 2’de görülebilir [45]. Liénard 
Osilatörü’nde nonlineer negatif direnç kullanıldığından daha önce 
bahsedilmişti. Liénard Osilatörü nonlineer direnci gerilimin çift 
fonksiyonu olan bir nonlineer direnç, bir negatif direnç dönüştürücü 
devresi ve lineer zamanla değişmeyen bir direncin bir araya 
getirilmesinden oluşmaktadır.  
 

 
 

Şekil 2. Genel (jenerik) Liénard Osilatörü ya da Van der Pol 
Osilatörü devresi [45].  
(Generic Liénard Oscillator or Van der Pol Oscillator Circuit [45]) 
 
4.3. Önerilen Liénard Osilatörü (Proposed Liénard Oscillator) 
 
Şekil 3a’da Genel Liénard Osilatörü’nün eşdeğer nonlineer direnci 
birbirine paralel bağlı bir memristör ve bir negatif direnç ile 

değiştirildiğinde elde edilen Liénard Osilatörü görülmektedir. Şekil 
3a’daki osilatörde kullanılan opamp tabanlı negatif direnç 
dönüştürücü Şekil 3b’de gösterilmiştir [45]. Bu negatif direnç 
dönüştürücünün Şekil 3a’da görülen negatif direncin (-Rp) yerine 
konulması ile Şekil 3c’de görülen osilatör elde edilmiş olur. 
Memristör direnci değişen bir eleman olduğundan, her iki yöne 
direnci yani memristansı değişerek, -Rp’ye eşit olabiliyorsa bu 
devrenin bir Liénard osilatör olarak çalışması mümkün olacaktır. Her 
iki yöne doğru memristörün yani nonlineer direncin aynı değeri 
alabilmesi için kullanılan memristörün çift fonksiyon memristansa 
sahip olması gerekmektedir. Şekil 1’deki histerezis eğrilerine 
bakıldığında Karbon tabanlı Knowm memristörün histerezis eğrisinin 
orijine göre simetrik olmadığı görülebilir. Bundan dolayı Knowm 
memristörün memristansı çift bir fonksiyon değildir. Eş. 3’te verilen 
memristans fonksiyonu memristör durum değişkeni x’e de göre çift 
bir fonksiyon değildir. Şekil 3c’de verilen osilatörün çalışması için 
çift memristansa sahip bir memristör gerekmektedir. Yani sadece tek 
bir Knowm memristör kullanılması bu devrenin Liénard osilatörü 
olarak çalışması için yeterli değildir. Bundan dolayı Şekil 3d’de 
görüldüğü gibi iki tane Knowm memristör ters paralel bağlanarak çift 
bir memristans fonksiyonu elde edilmesi hedeflenmiştir. Şekil 1’de 
histeresiz eğrisi verilen memristörün davranışı tam olarak simetrik 
olmadığı için çift bir fonksiyon değildir. Bu çalışmada bu asimetrik 
davranışı modellemek için davranışı akım yönüne bağlı olan Biolek 
memristör modeli kullanılmıştır. İki Knowm memristör ters-paralel 
bağlanarak ileride görüleceği üzere simetrik davranış ve çift 
memristans fonksiyonu elde edilmiştir. Knowm memristöre koruma 
direnci eklenilmesi gerektiğinden Şekil 3d’de görüldüğü üzere her bir 
memristöre bir koruma direnci eklenmiştir. Chua bir dirençle bir 
memristör seri bağlı ise eşdeğerlerinin bir memristör ve iki tane 
paralel bağlı memristörün eşdeğerinin de yine bir memristör olarak 
davranacağının ispatını [1]’de vermiştir. Bu çalışmada önerilen 
memristör tabanlı Liénard osilatörü devre şeması Şekil 3d’de 
görülebilir. Bu Liénard Osilatörü devresi bir kondansatör (𝐶), 
endüktör (𝐿) ve negatif direnç devresinden; negatif direnç devreleri 
ise, iki adet Knowm memristör (𝑀ଵ ve 𝑀ଶ), lineer dirençler (𝑅ே, 𝑅௉, 
𝑅ௌభ

, 𝑅ௌమ
, 𝑅ଵ, 𝑅ଶ) ve bir adet opamptan (𝑈ଵ) oluşmaktadır. 𝑈ଵ opamplı 

negatif direnç devresi girişinden L-C tank devresi tarafından görülen 
eşdeğer direncin potansiyometre (𝑅௣) kullanılarak ayarlanabilmesi 
sağlanmıştır. Potansiyometrenin direnci (𝑅௣) sıfır olduğunda 𝑈ଵ 
opampının kısa devre olmasını engellemek için 𝑅ே direnci 
kullanılmıştır. Liénard Osilatörü’nün analizi için kullanılan akım ve 
gerilimler de Şekil 3d’de gösterilmiştir. 
 
𝑀ଵ ve 𝑀ଶ memristörlerinin memristansları sırasıyla, Eş. 10 ve Eş. 
11’de verilmiştir. 
 
𝑅ሺ𝑥ଵሻ  ൌ  𝑅௢௙௙ െ ሺ𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡ሻ𝑥ଵ (10) 
 
𝑅ሺ𝑥ଶሻ  ൌ  𝑅௢௙௙ െ ሺ𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡ሻ𝑥ଶ (11) 
 
Burada 𝑥ଵ, 𝑀ଵ memristörünün ve 𝑥ଶ, 𝑀ଶ memristörünün durum 
değişkenleridir. İki memristör seri bağlandığında eşdeğerleri yine bir 
memristördür [1]. Lineer zamanla değişmeyen bir direnç memristörün 
özel halidir [1]. 𝑀ଵ memristörü ile seri bağlı 𝑅௦ଵ koruma direncinin 
eşdeğer memristansı ve 𝑀ଶ memristörü ile seri bağlı 𝑅௦ଶ koruma 
direncinin eşdeğer memristansı, Eş. 12 ve Eş. 13’teki eşitlikler yoluyla 
 
𝑅௦௘௥௜భ

ሺ𝑥ଵሻ ൌ 𝑅௦ଵ ൅ 𝑅ሺ𝑥ଵሻ ൌ  𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଵ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଵ  (12) 
 
𝑅௦௘௥௜మ

ሺ𝑥ଶሻ ൌ 𝑅௦ଶ ൅ 𝑅ሺ𝑥ଶሻ ൌ  𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଶ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଶ  (13) 
 
hesaplanır. Eş. 12 ve Eş. 13’te görüldüğü üzere, bu eşdeğer 
memristanslar da 𝑥ଵ ve 𝑥ଶ durum değişkenine bağlıdır. Bu 
memristörlere seri bağlanan koruma dirençleri, Eş. 14’te görüldüğü 
üzere, 𝑅௦ଵ ve 𝑅௦ଶ, özdeş seçilmiştir: 
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𝑅௦ଵ ൌ 𝑅௦ଶ (14) 
 
Bu iki memristörün eşdeğer direnci 𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ

 hesaplanırsa, Eş. 15’teki 
eşitlik elde edilir. 
 

𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ
ൌ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ
 (15) 

 
Eş. 15’ten görüldüğü üzere bu eşdeğer memristör hem 𝑥ଵ hem de 𝑥ଶ 
durum değişkenine bağlıdır. Devredeki lineer zamanla değişmeyen 
endüktörün gerilimi Eş. 16 ve kondansatörün akımı Eş. 17’de 
görülebilir. 
 

𝑉௅ ൌ 𝐿 
ௗ௜ಽ

ௗ௧
 (16) 

 

𝑖௖ ൌ 𝐶
ௗ௏಴

ௗ௧
 (17) 

 
Bu devrede kondansatör gerilimi 𝑉஼ , endüktör gerilimi 𝑉௅, memristör 
gerilimi 𝑉ெ, 𝑅ே௘௚మ

 gerilimi 𝑉ே௘௚మ
 olarak gösterilmiş olsun. Bu devre 

için Kirchoff’un gerilimler kanunu uygulanılırsa Eş. 18 elde edilir. 
 
𝑉 ൌ 𝑉஼ ൌ 𝑉௅=𝑉௡௘௚ (18)  
 
 𝑅ଵ ൌ 𝑅ଶ ise negatif direnç dönüştürücü devresinin giriş akımı Eş. 
19’da verilmiştir. 
 

𝑖ே௘௚ ൌ 𝑔ே௘௚𝑉ே௘௚ ൌ െ ோభ

ோమሺோಿାோ௣ሻ
𝑉ே௘௚  ൌ െ

௏ಿ ೐೒

ሺோಿାோ௣ሻ
 (19) 

 
Bu negatif direnç dönüştürücünün iletkenliği Eş. 20’de görülebilir. 
 

𝑔ே௘௚ ൌ  െ ଵ

ሺோಿାோ௣ሻ
 (20) 

 
RN ve RP direnci seri bağlıdır ve eşdeğer dirençleri Eş. 21’de 
verilmiştir. 
 
𝑅௘ş  ൌ 𝑅௉ ൅ 𝑅ே (21) 
 
𝑅ே௘௚ ൌ െሺ𝑅ே ൅ 𝑅𝑝ሻ ve 𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ

 birbirine paralel bağlı olduğundan, 
eşdeğer dirençleri Eş. 22 ile ifade edilir. 

𝑅௉௔௥௔௟௘௟మ
ൌ െ

ሺ𝑅ே ൅ 𝑅௉ሻ ∙ 𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ

𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ
െ ሺ𝑅ே ൅ 𝑅௉ሻ

 

 

=൮
ሺோಿାோುሻ∙ቆ

ቀೃ೚೑೑శೃೞభషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣభቁቀೃ೚೑೑శೃೞమషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣమቁ

ቀೃ೚೑೑శೃೞభషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣభቁశቀೃ೚೑೑శೃೞమషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣమቁ
ቇ

ቆି
ቀೃ೚೑೑శೃೞభషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣభቁቀೃ೚೑೑శೃೞమషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣమቁ

ቀೃ೚೑೑శೃೞభషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣభቁశቀೃ೚೑೑శೃೞమషቀೃ೚೑೑షೃ೚೙ቁೣమቁ
ቇାሺோಿାோುሻ

൲ (22) 

 
Devre için Kirchoff’un akım kanunu yazılırsa, Eş. 23 elde edilir. 
 
𝑖஼ ൅ 𝑖ே௘௚ଶ

൅ 𝑖௅ ൌ 0 (23) 

 
Burada 𝑖ே௘௚ଶ

devrenin eşdeğer direncinin akımıdır. Daha önce yazılan 

denklemler Eş. 23’te yerine konulursa, bu devrenin denklemi Eş. 24’te 
verilmiştir. 
 
𝑑ଶ𝑖௅

𝑑𝑡ଶ ൅
1
𝐶

 

⎝

⎜
⎛

ሺ𝑅ே ൅ 𝑅௉ሻ ∙ ቆ
൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଵ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଵ൯൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଶ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଶ൯

൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଵ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଵ൯ ൅ ൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଶ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଶ൯
ቇ

ቆെ
൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଵ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଵ൯൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଶ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଶ൯

൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଵ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଵ൯ ൅ ൫𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଶ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯𝑥ଶ൯
ቇ ൅ ሺ𝑅ே ൅ 𝑅௉ሻ

⎠

⎟
⎞ 

ௗ௜ಽ

ௗ௧
൅

ଵ

௅஼
𝑖௅ ൌ 0 (24)  

 
Eğer endüktör akımının ilk türevinin önündeki ifadenin çift fonksiyon 
olduğu gösterilirse, Eş. 24, bir Liénard osilatörünü tanımlamış olur. 
Artık bu denklemin bir Liénard osilatörünü tanımlayıp tanımlamadığı 
üzerine bir analiz yapılabilir. Bir osilatör kaotik değilse periyodik bir 
dalga şekli üretir. Periodik kararlı halde Şekil 4’te görülen devrenin 
memristansının bir çift fonksiyon olduğu gösterilirse Şekil 3d’de 
önerilen devrenin de periodik kararlı halde bir Liénard Osilatörü 
olarak çalıştığı gösterilmiş olacaktır. 
 

 
 

Şekil 4. Ters-paralel bağlı koruma dirençli memristörler  
(Anti-parallel connected memristors with protection resistors) 

 
 

Şekil 3. a) Çift memristans fonksiyonuna sahip bir memristör için Liénard Osilatörü, b) Opamp tabanlı bir negatif direnç dönüştürücü 
[42], c) Negatif direnç dönüştürücü ile birleştirilmiş çift fonksiyon memristansa sahip Liénard Osilatörü ve d) simetrik Memristansı elde 

etmek için ters-paralel bağlanan iki adet koruma dirençli memristöre sahip Liénard Osilatörü’nün devre şeması  
(a. Lienard oscillator using memristor with odd function, b. opamp based negative resistance circuit [42], c. Liénard Oscillator with odd function 

memristance combined with negative resistance circuit, and d. The circuit diagram of the Liénard Oscillator having two anti-parallel memristors with 
protection resistors to obtain symmetrical memristance) 



Çakır ve ark. / Journal of the Faculty of Engineering and Architecture of Gazi University 40:2 (2025) 1183-1195 

1189 

Eş. 1 kullanılarak, Şekil 4’teki 𝑀ଵ ve 𝑀ଶ memristörlerinin akımları 
sırasıyla, Eş. 25 ve Eş. 26’da verilmiştir. 
 
𝑖ଵሺ𝑡ሻ ൌ 𝑊ሺ𝑥ଵሻ𝑉ଵሺ𝑡ሻ ൌ 𝑊ଵ𝑉ଵሺ𝑡ሻ (25) 
 
𝑖ଶሺ𝑡ሻ ൌ 𝑊ሺ𝑥ଶሻ𝑉ଶሺ𝑡ሻ ൌ 𝑊ଶ𝑉ଶሺ𝑡ሻ (26) 
 
Burada ilk ve ikinci memristörün memdüktansı sırasıyla, Eş. 27 ve Eş. 
28’de verilmiştir. 
 

𝑊ଵ ൌ 𝑊ሺ𝑥ଵሻ ൌ
ଵ

ோ೚೑೑ି൫ோ೚೑೑ିோ೚೙൯௫భ
 (27) 

 

𝑊ଶ ൌ 𝑊ሺ𝑥ଶሻ ൌ ଵ

ோ೚೑೑ି൫ோ೚೑೑ିோ೚೙൯௫మ
   (28) 

 
Memristörler birbirine özdeş olduğundan aynı maksimum ve 
minimum direnç değerlerine (𝑅௢௙௙ ve 𝑅௢௡) sahiptirler. 
 
Şekil 4’te görülen devre için, memristör akımları akım bölücü formülü 
yardımıyla, 𝑖ଵሺ𝑡ሻ ve 𝑖ଶሺ𝑡ሻ elde edilir, Eş. 29 ve Eş. 30’da verilmiştir. 
 

𝑖ଵሺ𝑡ሻ ൌ ௏

ோೄభାோሺ௫భሻ
ൌ

ቀோೄమାோሺ௫మሻቁ௜ሺ௧ሻ

ோೄభାோሺ௫భሻାோೄమାோሺ௫మሻ
 (29) 

 

𝑖ଶሺ𝑡ሻ ൌ
௏

ோೄమାோሺ௫మሻ
ൌ

ቀோೄభାோሺ௫భሻቁ௜ሺ௧ሻ

ோೄభାோሺ௫భሻାோೄమାோሺ௫మሻ
 (30) 

 
Şekil 4’te toplam devre akımı veya eşdeğer memristör akımı, Eş. 
31’de verilmiştir. 
 
𝑖ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑖ଵሺ𝑡ሻ ൅ 𝑖ଶሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝑊ଵ ൅ 𝑊ଶሻ𝑉ሺ𝑡ሻ 

ൌ ൬
ଵ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ
൰ 𝑉ሺ𝑡ሻ (31) 

 
𝑀ଵ ve 𝑀ଶ memristörlerinin durum değişkenlerinin değişme hızı 
sırasıyla Eş. 32 ve Eş. 33’te görülebilir. 
 
ௗ௫భ

ௗ௧
ൌ

ఓೇோೀ೙

஽మ 𝑓ሺ𝑥ଵ, 𝑖ଵሻ𝑖ଵሺ𝑡ሻ ൌ
ఓೇோೀ೙

஽మ 𝑓ሺ𝑥ଵ, 𝑖ଵሻ
ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ
𝑖ሺ𝑡ሻ (32) 

ௗ௫మ

ௗ௧
ൌ െ

ఓೇோೀ೙

஽మ 𝑓ሺ𝑥ଶ, 𝑖ଶሻ𝑖ଶሺ𝑡ሻ ൌ

െ
ఓೇோೀ೙

஽మ 𝑓ሺ𝑥ଶ, 𝑖ଶሻ
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ
𝑖ሺ𝑡ሻ (33) 

 
Şekil 4’teki devreye uygulanan gerilimin dalga şekli Şekil 5a’da 
verildiği gibi kabul edilsin. Bu şekilde 𝑇 dalganın periyodudur ve 𝑇௣௢௦ 
dalganın pozitif alternansın genişliğidir. Yani 𝑉ெሺ𝑡ሻ gerilimi 0 ൏ 𝑡 ൏
𝑇௣௢௦ aralığı için pozitiftir ሺ𝑉ெሺ𝑡ሻ ൐ 0ሻ ve bu aralıkta 𝑀ଵ memristörü 
ileri yönde ve 𝑀ଶ memristörü ters yönde kutuplanmıştır.  
 
Eş. 32 ve Eş. 33’te memristörlerin kutuplama yönleri düşünülerek 
pencere fonksiyonları yerine konursa ve bu denklemlerin her iki 
tarafının integrali alınırsa Eş. 34 ve Eş. 35 elde edilir. 
 

׬
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

௫భ, ௫మ

௫భሺ଴ሻ, ௫మሺ଴ሻ
ௗ௫భ

ଵି௫భ
మ೛ ൌ 𝐾 ׬ 𝑖ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡

௧
଴

 (34) 

 

െ ׬
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ

௫భ, ௫మ

௫భሺ଴ሻ, ௫మሺ଴ሻ
ௗ௫మ

ଵିሺ௫మିଵሻమ೛ ൌ 𝐾 ׬ 𝑖ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡
௧

଴  (35) 

 

Burada 𝐾 ൌ ఓೇோ೚೙

஽మ , 𝑥ଵሺ0ሻ ve 𝑥ଶሺ0ሻ memristörlerin durum 

değişkenlerinin 𝑡 ൌ 0 anındaki başlangıç şartlarıdır. 
 
𝑉ெሺ𝑡ሻ ൐ 0 için Eş. 34 ve Eş. 35’in sağ tarafları birbirine eşit 
olduğundan, sol tarafları da birbirine eşitlenebilir, böylece Eş. 36’daki 
denklem elde edilir. 
 

න
𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ൅ 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ

𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ, ௫మሺ଴ሻ

𝑑𝑥ଵ

1 െ 𝑥ଵ
ଶ௣ 

ൌ െ ׬
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ
ௗ௫మ

ଵିሺ௫మିଵሻమ೛ (36) 

 
Bir memristörün düşük ve yüksek frekanstaki temsili histerezis 
eğrileri Şekil 5b’de gösterilmiştir. Düşük frekanslarda bir memristör 
çimdiklenmiş bir histerezis eğrisine sahipken yani memristansı 
değişirken, yüksek frekanslarda bu histerezis eğrisinin alanı 
azalmakta ve memristör bir LZD direnç gibi davranmaya 
başlamaktadır [2]. Bir memristörün yeterince yüksek frekansla 
çalıştığı kabul edilirse, memristanstaki değişme ihmal edilebilir. Bu 
durumda, 0 ൏ 𝑡 ൏ 𝑇௣௢௦ aralığı için, 𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ve 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ sabit 

 
 

Şekil 5. a) Devreye uygulanan gerilimin varsayılan dalga şekli ve b) Bir memristörün düşük ve yüksek frekanslardaki temsili histerezis 
eğrileri  

(a. The assumed waveform of the voltage applied to the circuit b. Representative hysteresis curves of a memristor at low and high frequencies)  
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kabul edilebilir. Bundan dolayı Eş. 36’da memristanslara bağlı olan 
oranlar öne alınabilir, Eş. 37’de verilmiştir. 
 
𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ൅ 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ

𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ
න

𝑑𝑥ଵ

1 െ 𝑥ଵ
ଶ௣

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ
 

ൌ െ
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ ׬
ௗ௫మ

ଵିሺ௫మିଵሻమ೛

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ  (37) 

 
Her iki tarafta aynı olan ifadeler sadeleşir. İleri ve ters yönde 
kutuplanma için Biolek durum denklemi değiştiğinden, Eş. 37’deki 
her tarafta ayrı değer almış pencere fonksiyonlarına bağlı 

ଵ

ଵି௫భ
మ೛ ve 

ଵ

ଵିሺ௫మିଵሻమ೛ de yeterince yüksek frekansta sabit kabul edilerek öne 

çekilebilir, bu durumda Eş. 38 elde edilir. 
 

1

𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ൫1 െ 𝑥ଵ
ଶ௣൯

න 𝑑𝑥ଵ

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ
 

ൌ െ
ଵ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሺଵିሺ௫మିଵሻమ೛ሻ
׬ 𝑑𝑥ଶ

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ  (38) 

 
Sol ve sağ taraftaki integraller, 𝑥ଵሺ𝑡ሻ ve 𝑥ଶሺ𝑡ሻ durum değişkenlerinin 
çok az değiştiği kabulü ile Eş. 39 ve Eş. 40 değerlerine eşittir. 
 
׬ 𝑑𝑥ଵ ൌ 𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ  (39) 

 
׬ 𝑑𝑥ଶ

௫భ,௫మ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ ൌ 𝑥ଶሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଶሺ0ሻ (40) 

 
𝑡 ൌ 𝑇௣௢௦ anında, Eş. 39 ve Eş. 40 ile verilen integraller, Eş. 41 ve Eş. 
42’deki değerlerine dönüşür. 
 

׬ 𝑑𝑥ଵ
௫భሺ ೛்೚ೞሻ,௫మሺ ೛்೚ೞሻ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ ൌ 𝑥ଵ൫𝑇௣௢௦൯ െ 𝑥ଵሺ0ሻ ൌ ∆𝑥ଵ (41) 

 

׬ 𝑑𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ൫𝑇௣௢௦൯ െ 𝑥ଶሺ0ሻ ൌ ∆𝑥ଶ
௫భሺ ೛்೚ೞሻ,௫మሺ ೛்೚ೞሻ

௫భሺ଴ሻ,௫మሺ଴ሻ  (42) 

 
Bu durumda, Eş. 42’de ∆𝑥ଵ ve ∆𝑥ଶ yerine konularak, Eş. 43 ve Eş. 
44’ün elde edildiği görülebilir. 
 

׬ ௗ௫భ
ೣభ,ೣమ

ೣభሺబሻ,ೣమሺబሻ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ൫ଵି௫భ
మ೛൯

≅ െ
׬ ௗ௫మ

ೣభ,ೣమ
ೣభሺబሻ,ೣమሺబሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሺଵିሺ௫మିଵሻమ೛ሻ
   (43) 

 
∆௫భ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ൫ଵି௫భ
మ೛൯

ൌ െ ∆௫మ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሺଵିሺ௫మିଵሻమ೛ሻ
 (44) 

 
Şekil 5a’da verildiği üzere 𝑉ெሺ𝑡ሻ gerilimi 𝑇௣௢௦ ൏ 𝑡 ൏ 𝑇 aralığı için 
negatiftir ሺ𝑉ெሺ𝑡ሻ  ൏ 0ሻ ve bu aralıkta 𝑀ଵ memristörü ters yönde ve 
𝑀ଶ memristörü ileri yönde kutuplanmıştır. 𝑇௣௢௦ ൏ 𝑡 ൏ 𝑇 aralığı için 
Eş. 32 ve Eş. 33’te memristörlerin kutuplama yönleri düşünülerek 
pencere fonksiyonları yerine konursa ve bu denklemlerin her iki 
tarafının integrali alınırsa, Eş. 45 ve Eş. 46 elde edilir. 
 

െ ׬
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯, ௫మሺ ೛்೚ೞሻ
ௗ௫భ

ଵିሺଵି௫భሻమ೛ ൌ 𝐾 ׬ 𝑖ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡
௧

೛்೚ೞ
 (45) 

 

׬
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ

௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯, ௫మሺ ೛்೚ೞሻ
ௗ௫మ

ଵି௫మ
మ೛ ൌ 𝐾 ׬ 𝑖ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡

௧

೛்೚ೞ
 (46) 

 
Burada 𝑥ଵ൫𝑇௣௢௦൯ ve 𝑥ଶ൫𝑇௣௢௦൯ memristörlerin durum değişkenlerinin 
𝑡 ൌ 𝑇௣௢௦ anındaki değerleridir. 𝑉ெሺ𝑡ሻ ൏ 0 için Eş. 45 ve Eş. 46’nın 
sağ tarafları birbirine eşit olduğundan, sol tarafları da birbirine 
eşitlenebilir, böylece elde edilen eşitlik Eş. 47’de verilmiştir. 
 

െ න
𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ൅ 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ

𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ

 ௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯

𝑑𝑥ଵ

1 െ ሺ1 െ 𝑥ଵሻଶ௣ 

ൌ ׬
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ

௫భ,௫మ 
௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯

ௗ௫మ

ଵି௫మ
మ೛ (47) 

Bir memristörün yeterince yüksek frekansla çalıştığı kabul edilirse, 
memristanstaki değişme ihmâl edilebilir. Bu durumda, 𝑇௣௢௦ ൏ 𝑡 ൏ 𝑇 
aralığı için, 𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ve 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ sabit kabul edilebilir. Bundan 
dolayı Eş. 47’de memristanslara bağlı olan oranlar öne alınabilir ve 
Eş. 48 elde edilir. 
 

െ
𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ൅ 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ

𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ
න

𝑑𝑥ଵ

1 െ ሺ1 െ 𝑥ଵሻଶ௣

௫భ,௫మ 

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯
 

ൌ
ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ ׬
ௗ௫మ

ଵି௫మ
మ೛

௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯
 (48) 

 
Her iki tarafta aynı olan ifadeler sadeleşir. İleri ve ters yönde 
kutuplanma için Biolek durum denklemi değiştiğinden, Eş. 48’deki 

her tarafta ayrı değer almış pencere fonksiyonlarına bağlı 
ଵ

ଵିሺଵି௫భሻమ೛ 

ve 
ଵ

ଵି௫మ
మ೛ ifadeleri de yeterince yüksek frekansta sabit kabul edilerek 

öne çekilebilir, Eş. 49’da verilmiştir. 
 

െ
1

𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻሺ1 െ ሺ1 െ 𝑥ଵሻଶ௣ሻ
න 𝑑𝑥ଵ

௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯
 

ൌ
ଵ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሺଵି௫మ
మ೛ሻ

׬ 𝑑𝑥ଶ
௫భ,௫మ 

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯  (49) 

 
Sol taraftaki integral, 𝑀ଵ memristörün durum değişkeni 𝑥ଵ’nin çok az 
değiştiği kabulü ile elde edilen eşitlik Eş. 50’de, Sağ taraftaki integral, 
𝑀ଶ memristörün durum değişkeni 𝑥ଶሺ𝑇௣௢௦ሻ’nin çok az değiştiği 
kabulü ile Eş. 51’de görülebilir. 
 

׬ 𝑑𝑥ଵ ൌ 𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ𝑇௣௢௦ሻ
௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯  (50) 

 

׬ 𝑑𝑥ଶ
௫భ,௫మ

௫భ൫ ೛்೚ೞ൯,௫మ൫ ೛்೚ೞ൯ ൌ 𝑥ଶሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଶሺ𝑇௣௢௦ሻ (51) 

 
değerine eşittir. 𝑡 ൌ 𝑇 anında, Eş. 50 ve Eş. 51 ile verilen integral 
ifadelerinin eşitliği Eş. 52 ve Eş. 53’te verilmiştir. 
 

׬ 𝑑𝑥ଵ
௫భሺ்ሻ,௫మሺ೅ሻ

௫భሺ ೛்೚ೞሻ,௫మሺ ೛்೚ೞሻ ൌ 𝑥ଵሺ𝑇ሻ െ 𝑥ଵ൫𝑇௣௢௦൯ ൌ ∆𝑥ଵ (52) 

 

׬ 𝑑𝑥ଶ
௫భሺ்ሻ,௫మሺ்ሻ

௫భሺ ೛்೚ೞሻ,௫మሺ ೛்೚ೞሻ ൌ 𝑥ଶሺ𝑇ሻ െ 𝑥ଶ൫𝑇௣௢௦൯ ൌ ∆𝑥ଶ (53) 

 
Bu durumda, Eş. 49’da ∆𝑥ଵ ve ∆𝑥ଶ yerine konarak, 𝑇௣௢௦ ൏ 𝑡 ൏ 𝑇 için 
Eş. 54 ve Eş. 55 eşitlikleri elde edilir. 
 

െ
׬ ௗ௫భ

ೣభሺ೅ሻ,ೣమሺ೅ሻ
ೣభሺ೅೛೚ೞሻ,ೣమሺ೅೛೚ೞሻ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻሺଵିሺଵି௫భሻమ೛ሻ
≅

׬ ௗ௫మ
ೣభሺ೅ሻ,ೣమሺ೅ሻ

ೣభሺ೅೛೚ೞሻ,ೣమሺ೅೛೚ೞሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሺଵି௫మ
మ೛ሻ

 (54) 

 

െ ∆௫భ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻሺଵିሺଵି௫భሻమ೛ሻ
ൌ ∆௫మ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሺଵି௫మ
మ೛ሻ

 (55) 

 
Eş. 44 ve Eş. 55’in her tarafı birbirlerine oranlanırsa Eş. 56 elde edilir. 
 

∆ೣభ
షೃೞ೐ೝ೔మሺೣమሻ൫భషሺೣభషభሻమ೛൯

∆ೣభ

ೃೞ೐ೝ೔మሺೣమሻቀభషೣభ
మ೛

ቁ

ൌ

∆ೣమ
ೃೞ೐ೝ೔భሺೣభሻ൫భషೣమమ೛൯

ି
∆ೣమ

ೃೞ೐ೝ೔భሺೣభሻ൫భషሺೣమషభሻమ೛൯

 (56) 

 
Sadeleşme sonucu Eş. 57’de görülebilir. 
 

൫ଵି௫భ
మ೛൯

ሺଵିሺଵି௫భሻమ೛ሻ
ൌ

ሺଵିሺଵି௫మሻమ೛ሻ

൫ଵି௫మ
మ೛൯

 (57) 

 
Eş. 57’den, Eş. 58 ve Eş. 59 denklemleri elde edilebilir. 
 
1 െ 𝑥ଵ

ଶ௣ ൌ 1 െ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶ௣ (58) 
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𝑥ଵ ൌ 1 െ 𝑥ଶ (59) 
 
Bu iki denklemin çözümünden, 𝑥ଵ ve 𝑥ଶ değerlerinin birbirine eşit 
olduğu, Eş. 60’ta görülebilir. 
 
𝑥ଵ ൌ 𝑥ଶ ൌ 0,5 (60) 
 
Yüksek frekanslarda 𝑀ଵ ve 𝑀ଶ memristörlerinin memristansları da 
hemen hemen birbirine eşit kabul edilebilir. Bu durumda 
memristörlerin değeri Eş. 61’de ve ikisinin paralel eşdeğeri Eş. 62’de 
verilmiştir. 
 
𝑅௦௘௥௜ଵሺ𝑥ଵሻ ≅ 𝑅௦௘௥௜ଶሺ𝑥ଶሻ ൌ 𝑅௢௙௙ ൅ 𝑅௦ଵ െ ൫𝑅௢௙௙ െ 𝑅௢௡൯0,5 
ൌ 0,5𝑅௢௙௙ ൅ 0,5𝑅௢௡ ൅ 𝑅௦ଵ (61) 
 

𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ
ൌ

𝑅௦௘௥௜భ
ሺ0,5ሻ𝑅௦௘௥௜మ

ሺ0,5ሻ

𝑅௦௘௥௜భ
ሺ0,5ሻ ൅ 𝑅௦௘௥௜మ

ሺ0,5ሻ
ൌ

0,5𝑅௢௙௙ ൅ 0,5𝑅௢௡ ൅ ൅𝑅௦ଵ

2
 

ൌ 0,25𝑅௢௙௙ ൅ 0,25𝑅௢௡ ൅ 0,5𝑅௦ଵ (62) 
 
Bu devrenin osilatör olarak çalışabilmesi için negatif direncin değeri 
Eş. 62’de verilen değerin negatifi olmalıdır, bu eşitlik Eş. 63’te 
görülebilir. 
 
𝑅ே௘௚ ൌ െሺ𝑅ே ൅ 𝑅𝑝ሻ ൌ െ0,25𝑅௢௙௙ െ 0,25𝑅௢௡ െ 0,5𝑅௦ଵ  (63) 
 
Eş. 64’te görüldüğü üzere, bu durumda tüm devrenin eşdeğer direnci 
sonsuz olmaktadır. 
 

𝑅௉௔௥௔௟௘௟మ
ൌ

𝑅ே௘௚𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ

𝑅௉௔௥௔௟௘௟భ
൅ 𝑅ே௘௚

 

ൌ െ
൫଴,ଶହோ೚೑೑ା଴,ଶହோ೚೙ା଴,ହோೞభ൯∙൫଴,ଶହோ೚೑೑ା଴,ଶହோ೚೙ା଴,ହோೞభ൯

൫଴,ଶହோ೚೑೑ା଴,ଶହோ೚೙ା଴,ହோೞభ൯ି൫଴,ଶହோ೚೑೑ା଴,ଶହோ೚೙ା଴,ହோೞభ൯
ൌ∞ (64) 

 
Devrenin Eş. 24 ile verilen denklemi sadeleşince Eş. 65 elde edilir. 
 
ௗమ௜ಽ

ௗ௧మ ൅
ଵ

௅஼
𝑖௅ ൌ 0 (65) 

 
Osilatörde direnç terimi ortadan kaybolmaktadır. Eş. 65, bir L-C 
osilatör devresini tanımlamaktadır. Böylece negatif direnç Eş. 63’te 
verilen şarta göre seçilirse devrenin memristörün LZD bir dirençmiş 
gibi davrandığı yüksek frekanslarda osilatör olarak çalışması 
sağlanmış olmaktadır. Aslında bu memristörlerin memristanslarının 
anlık değerleri birbirine eşit değildir. Ortalama değerleri birbirine 
yakın kabul edilebilir. Liénard osilatörünün eşdeğer direncinin ya da 
memristansının bir çift fonksiyon olduğunu göstermek biraz daha 
fazla çaba gerektirmektedir. Bu ispat için Taylor serisinin 
kullanılmasının uygun olduğu görülmüştür. Eş. 32 ile Eş. 33 
oranlanırsa, x2’nin x1’e göre değişme hızı zamandan bağımsız olarak 
elde edilen eşitlik Eş. 66’da görülebilir.  
 
ௗ௫మ

ௗ௫భ
ൌ ሺെ1ሻ ଵି௫భ

మ೛

ଵିሺଵି௫మሻమ೛

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሻ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻሻ
 (66) 

 
p parametresinin yeterince büyük değerleri için Biolek pencere 
fonksiyonu Eş. 67’deki gibi kabul edilebilir. 
 
1 െ 𝑥ଵ

ଶ௣ ≅ 1 െ ሺ1 െ 𝑥ଶሻଶ௣ (67) 
 
Bu durumda Eş. 68 ve Eş. 69 elde edilir. 
 
ଵିሺଵି௫మሻమ೛

ଵି௫భ
మ೛ ≅ 1 (68) 

 
ௗ௫మ

ௗ௫భ
≅ ሺെ1ሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻሻ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻሻ
 (69) 

Buradan, Eş. 70 yazılabilir. 
 
𝑅ሺ𝑥ଶሻ𝑑𝑥ଶ ൌ െ𝑅ሺ𝑥ଵሻ𝑑𝑥ଵ (70) 
 
Koruma dirençli 𝑀ଵ memristörünün eşdeğer memdüktansı 𝑥ଵሺ0ሻ 
civarında aşağıdaki gibi Taylor serisine açılabilir, seriye açılımı Eş. 
71’de görülebilir. 
 

1
𝑅௦௘௥௜భ

ሺ𝑥ଵሻ
ൌ

1
𝑅௠௔௫ െ ∆𝑅𝑥ଵ

 

ൌ ଵ

ோ೘ೌೣି∆ோ௫భሺ଴ሻ
െ

ሺି∆ோሻ൫௫భሺ௧ሻି௫భሺ଴ሻ൯

ଵ!൫ோ೘ೌೣି∆ோ௫భሺ଴ሻ൯
మ

ଵ!
െ

ଶ∆ோమ൫௫భሺ௧ሻି௫భሺ଴ሻ൯
మ

ଶ!൫ோ೘ೌೣି∆ோ௫భሺ଴ሻ൯
య

ଶ!
൅ ⋯ (71) 

 
Burada, 𝑅௠௔௫ değerinin eşitliği Eş. 72’de verilmiştir. 
 
𝑅௠௔௫ ൌ 𝑅௦ଵ ൅ 𝑅௢௙௙  (72) 
 
Koruma dirençli 𝑀ଶ memristörünün eşdeğer memdüktansı 𝑥ଶሺ0ሻ 
civarında aşağıdaki gibi Taylor serisine açılabilir, seri açılımı Eş. 
73’te görülebilir.  
 

1
𝑅௦௘௥௜మ

ሺ𝑥ଶሻ
ൌ

1
𝑅௠௔௫ െ ∆𝑅𝑥ଶ

 

ൌ ଵ

ோ೘ೌೣି∆ோ௫మሺ଴ሻ
൅

∆ோ൫௫మሺ௧ሻି௫మሺ଴ሻ൯

ଵ!൫ோ೘ೌೣି∆ோ௫మሺ଴ሻ൯
మ െ

ଶ∆ோమ൫௫మሺ௧ሻି௫మሺ଴ሻ൯
మ

ଶ!൫ோ೘ೌೣି∆ோ௫మሺ଴ሻ൯
య ൅ ⋯  (73) 

 
Şu yeniden isimlendirmeler yapılsın: 
 
𝑅ଵ ൌ 𝑅௠௔௫ െ ∆𝑅𝑥ଵሺ0ሻ (74) 
 
𝑅ଶ ൌ 𝑅௠௔௫ െ ∆𝑅𝑥ଶሺ0ሻ (75) 
 
Eş. 60 yani yüksek frekanslarda 𝑥ଵሺ0ሻ ≅ 𝑥ଶሺ0ሻ ൌ 0,5 olduğu ve 𝑀ଵ 

ve 𝑀ଶ memristörlerinin memristanslarının ortalama değerinin hemen 
hemen birbirine eşit kabul edilebildiği düşünülürse, elde edilen eşitlik 
Eş. 76’da verilmiştir. 
 
𝑅ଵ ≅ 𝑅ଶ  (76) 
 
Ayrıca buradan, Eş. 77-Eş. 81 elde edilir. 
 
𝑅ሺ𝑥ଶሻ𝑑𝑥ଶ ≅ െ𝑅ሺ𝑥ଵሻ𝑑𝑥ଵ (77) 
 
𝑅ଶ 𝑑𝑥ଶ ൌ െ𝑅ଵ 𝑑𝑥ଵ (78) 
 
𝑑𝑥ଶ ൌ െ𝑑𝑥ଵ  (79) 
 

׬ 𝑑𝑥ଶ
௧

଴ ൌ െ ׬ 𝑑𝑥ଵ
௧

଴  (80) 
 
𝑥ଶሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଶሺ0ሻ ൌ െሺ𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻሻ (81) 
 
Koruma dirençli 𝑀ଵ ve 𝑀ଶ memristörlerinin eşdeğer 
memdüktanslarının toplamının Taylor serisi ise Eş. 82 ve Eş. 83’te 
verilmiştir. 
 

1
𝑅௦௘௥௜భ

ሺ𝑥ଵሻ
൅

1
𝑅௦௘௥௜మ

ሺ𝑥ଶሻ
≅

1
𝑅ଵ

൅
1

𝑅ଶ
൅

∆𝑅൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

𝑅ଵ
ଶ  

െ
∆ோమ൫௫భሺ௧ሻି௫భሺ଴ሻ൯

మ

ଶோభ
య ൅

∆ோ൫௫మሺ௧ሻି௫మሺ଴ሻ൯

ோమ
మ െ

∆ோమ൫௫మሺ௧ሻି௫మሺ଴ሻ൯
మ

ଶோమ
య +… (82) 

 
ଵ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻ
൅

ଵ

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ
ൌ≅

ଶ

ோభ
െ

∆ோమ൫௫భሺ௧ሻି௫భሺ଴ሻ൯
మ

ோభ
య ൅ ⋯ (83) 

 
Liénard osilatörünün eşdeğer direnci ya da ikinci negatif direnç 
dönüştürücünün giriş direnci Eş. 84’te verilmiştir. 
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ଵ

ோ೐ş
≅

ଶ

ோభ
െ

ଵ

ோು
െ

∆ோమ

ோభ
య ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ
+… (84) 

 
𝑅௡௘௚మ

 ya da Eş. 84 ile verilen tersi bir çift fonksiyondur. Böylece bu 
çalışmada yapılan osilatörün eşdeğer direncinin ya da memristansının 
bir çift fonksiyon olduğu yani bu çalışmada tasarlanan osilatörün bir 
Liénard osilatörü olduğu gösterilmiştir. Eş. 84, Eş. 24’e yerleştirilirse 
Eş. 85 bulunur. 
 
𝑑ଶ𝑖௅

𝑑𝑡ଶ ൅
1
𝐶

ቆ
1

𝑅ே௘௚ଶ

ቇ
𝑑𝑖௅

𝑑𝑡
൅

1
𝐿𝐶

𝑖௅ 

ൌ ௗమ௜ಽ

ௗ௧మ ൅ ଵ

஼
ቀ

ଶ

ோభ
െ ଵ

ோು
െ ∆ோమ

ோభ
య ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ
ቁ

ௗ௜ಽ

ௗ௧
൅ ଵ

௅஼
𝑖௅ ൌ 0 (85) 

 
Eş. 85 ve Eş. 64 yerine konulursa Eş. 86 elde edilir. 
 
ௗమ௜ಽ

ௗ௧మ െ
ଵ

஼
ቀ

∆ோమ

ோభ
య ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ
ቁ

ௗ௜ಽ

ௗ௧
൅

ଵ

௅஼
𝑖௅ ൌ 0 (86) 

 
Eşdeğer memristörün akımı Eş. 87’de verilmiştir. 
 

𝑖ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐿 ቆ
2

𝑅ଵ
െ

1
𝑅௉

െ
∆𝑅ଶ

𝑅ଵ
ଷ ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ
ቇ

𝑑𝑖௅

𝑑𝑡
 

=െ ௅∆ோమ

ோభ
య ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ ௗ௜ಽ

ௗ௧
 (87) 

 
Eş. 7 kullanılarak ve 𝑥ଵሺ0ሻ ve 𝑥ଶሺ0ሻ durumlarının toplamının 1 
olduğu Eş. 88’de verilmiştir. 
 
𝑥ଵሺ0ሻ ൅ 𝑥ଶሺ0ሻ ൌ 1 (88) 
 
ௗ௫భ

ௗ௧
 ‘nin eşit olduğu ifade Eş. 89’da görülebilir. 

 
ௗ௫భ

ௗ௧
ൌ 𝐾 ଵ

ଵି௫భ
మ೛

ோೞ೐ೝ೔మሺ௫భሻ

ோೞ೐ೝ೔భሺ௫భሻାோೞ೐ೝ೔మሺ௫మሻ
𝑖ሺ𝑡ሻ ൌ ௄௜ሺ௧ሻ

ଵି௫భ
మ೛ሺ଴ሻ

ோభା∆ோሺ௫భሺ௧ሻି଴,ହሻ

ଶோ೘ೌೣିଶ∆ோ
 (89)  

 
Periyodik kararlı hâlde bu Liénard Osilatörü, Eş. 90-Eş. 93’te verilen 
denklem sistemi ile tanımlanabilir. 
 
ௗ௜ಽሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ

௏೎ሺ௧ሻ

௅
 (90) 

 
ௗ௏೎ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ െ ௜ಽା௜ሺ௧ሻ

஼
 (91) 

 

𝑖ሺ𝑡ሻ ൌ ቆ
2

𝑅ଵ
െ

1
𝑅௉

൅
∆𝑅ଶ

𝑅ଵ
ଷ ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ
ቇ 𝑉௖ሺ𝑡ሻ 

ൌ െ
∆ோమ

ோభ
య ൫𝑥ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑥ଵሺ0ሻ൯

ଶ
𝑉௖ሺ𝑡ሻ (92) 

ௗ௫భ

ௗ௧
ൌ 𝐾𝑖ሺ𝑡ሻ

ଵ

ଵି௫భ
మ೛ሺ଴ሻ

ோభା∆ோሺ௫భሺ௧ሻି଴,ହሻ

ଶோ೘ೌೣିଶ∆ோ
 (93) 

 
5. Benzetim Sonuçları (Simulation Results) 
 
Bu bölümde tasarlanan Memristör-tabanlı Liénard osilatörünün 
(MTLO) benzetim sonuçları sunulmuştur. MTLO ve benzetimler ters-
paralel bağlı seri koruma dirençli iki adet Karbon tabanlı Knowm 
memristör kullanılarak yapılmıştır. Şekil 6’da verilen Liénard 
Osilatörü devresinin LTspice programı kullanılarak benzetimi 
yapılmıştır. Elde edilen osilatör gerilimi Şekil 7’de verilmiştir. 
Devrenin kararlı halde osilatör olarak çalıştığı ve geriliminin çift 
dalga simetrisine sahip olduğu sahip olduğu görülebilir.  
 

 
 

Şekil 6. LTspice ortamında benzetimi yapılan Liénard Osilatörü’nün 
devre şeması  
(Circuit diagram of the Liénard Oscillator simulated in LTspice platform)  
 
6. Deneysel Sonuçlar (Experimental Results) 
 
Bu bölümde tasarlanan Memristör-tabanlı Liénard osilatörünün 
(MTLO) deneysel sonuçları sunulmuştur. Deneylerde ölçümler için 
GWINSTEK GDS-1062 Osiloskop ve MARXLOW MAS-830L 
Dijital Multimetre kullanılmıştır. MTLO ve deneyler ters-paralel 
bağlı seri koruma dirençli iki adet Karbon tabanlı Knowm memristör 
kullanılarak yapılmıştır. Deneylerde kullanılan devre elemanları ve 
cihazlar Tablo 1’de verilmiştir. Şekil 8’de verilen Liénard Osilatörü 
devresi bir protoboarda kurulmuştur. Devre ayarlanabilir bir 
kondansatör (C), endüktör (L) ve negatif direnç devrelerinden; negatif 
direnç devreleri ise, iki adet Knowm memristör (M1 ve M2), lineer 
dirençler (𝑅ே, 𝑅௉, 𝑅ௌభ

, 𝑅ௌమ
, 𝑅ଵ, ve 𝑅ଶ) ve LM358 opampından (𝑈ଵ) 

oluşmaktadır. Knowm firması, üretmiş olduğu Karbon memristörlerin 
korunması amacıyla bu memristöre 50 kΩ -100 kΩ aralığında seri 

 
 

Şekil 7. L=24,6 H, 𝑅௉ = 1,55 k𝛺, 𝑅ே=1 k𝛺, 𝑅ௌభ
=𝑅ௌమ

=56 k𝛺, a) C = 2 𝜇F ve b) C = 4 𝜇F devre parametreleri için LTspice benzetiminde 
elde edilen osilatör çıkış gerilimi  

(The oscillator output voltage for the circuit parameters of L=24,6 H, 𝑅௉ = 1,55 k𝛺, 𝑅ே=1 k𝛺, 𝑅ௌభ
=𝑅ௌమ

=56 k𝛺, and a) C = 2 𝜇F and b) C = 4 𝜇F) 
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bağlı bir direncin bağlanmasını tavsiye etmektedir [42]. Bu çalışmada 
bu seri direncin değeri 56 k𝛺 olarak seçilmiştir. MTLO’nun 
yapımında kullanılan LM358 opampın nominal çıkış akımı 20 
mA’dir. 
 

 
 

Şekil 8. Deneylerde kullanılan Liénard Osilatörü’nün devre şeması  
(Circuit diagram of the Liénard Oscillator used in the experiments)  
 
Tablo 1. Osilatörde Kullanılan Devre Elemanları  
(Circuit Elements Used in Oscillator) 
 

Devre Elemanı Adet Devre Elemanının Değeri 
Ayarlanabilir kondansatör (C) 1 100 pF-11,111 𝜇F 
Endüktör (L) 1 24,6 H 
Memristörler  
(M1 ve M2) 

2 
Karbon tabanlı Knowm  
memristör 

𝑅ே 1 1 k𝛺 
𝑅ௌభ

 1 56 k𝛺 
𝑅ௌమ

 1 56 k𝛺 
𝑅ଵ 1 1 k𝛺 
𝑅ଶ 1 1 k𝛺 
Opamp 1 LM358  
Potansiyometre (𝑅௉) 1 5 k𝛺 
 
Ayarlanabilir bir endüktöre sahip olunmadığından, L-C tank 
devresinin rezonans frekansını değiştirmek için Memristör tabanlı 
Liénard Osilatörü devresindeki kapasitans değerinin değiştirilmesi 
tercih edilmiştir. Farklı kapasitans değerlerinde deney yapılacağından 
ve bu kapasitansa sahip kondansatörleri ayrı ayrı bulmak ve 
kullanmak zor olacağından dolayı ayarlanabilir kondansatör (𝐶) 
kullanılmıştır. Ayarlanabilir kondansatörün değeri 100 pF ile 11,111 

𝜇F aralığında değişmektedir. Bu deneyde ihtiyaç duyulan endüktörün 
endüktansı (𝐿) oldukça büyük değerdir. Büyük değerde endüktör 
bulunamadığından, deneylerde elde bulunan 220/12 dönüştürme 
oranına sahip bir transformatörün primer sargısı ihtiyaç duyulan 
endüktör olarak kullanılmıştır. Bir R-L-C metre kullanılarak bu 
primer sargısının endüktansı 24,6 H olarak ölçülmüştür. MTLO 
devresinde potansiyometrenin direnci (𝑅௣) sıfır olduğunda 𝑈ଵ 
opampının kısa devre olmasını engellemek için değeri 1 k𝛺 olan 𝑅ே 
direnci potansiyometreye seri olarak bağlanmıştır. Devrede, 
osilatörün eşdeğer nonlineer direncinin akımının değiştirilmesi bu 
potansiyometre ile yapılmaktadır. Yapılan deneylerde bu 
potansiyometre ile değeri değiştirildiğinde MTLO’nun gerilim ve 
frekans değerlerinde değişimlerin gerçekleştiği gözlenmiştir. 
Potansiyometrenin direncinin ve kondansatör kapasitansının farklı 
değerleri için, farklı frekansa ve şekle sahip osilatör gerilimleri elde 
edilmiştir. Devre elemanlarının farklı ayarlanmış değerleri için 
Osilatör gerilimleri kondansatörün ucundan Osiloskop ile ölçülmüş ve 
kaydedilmiştir. Ölçülen gerilimlerden fazla yer kaplamaları için 
sadece iki tanesi Şekil 9’da verilmiştir. Osilatör gerilimleri sinüsoidal 
bir şekle sahip değildir. Ayrıca çıkış geriliminin şekli benzetimle 
bulunan gerilime göre farklı gözükmektedir. Osilasyon gerilimin tepe 
noktasındaki eğimlerin veya artış eğilimlerinin deneylerde elde 
edilenlere göre ters olarak elde edildiği görülmektedir. Yapılan ilave 
benzetimler bunun memristörün kutuplarının ters bağlanmasından 
kaynaklanmadığını göstermiştir. Yani kullanılan memristör modeli bu 
çalışma frekansında Karbon memristörü modellemekte eksik 
kalmaktadır. Bunun nedeni Knowm memristörün sahip olduğu 
kapasitif etkilerden dolayı eksik modellenmesi ya da birden fazla 
durum değişkenine sahip olmasına rağmen tek değişken ile 
modellenmesi olabilir [50]. Osilatör gerilimi bir relaksasyon yani 
gevşeme osilatöründe dolup boşalan bir kondansatör gerilimine ya da 
daha çok bir testere dişi dalgaya benzemektedir. Hatta [30, 31]’de 
verilenlerden daha iyi bir testere dişi dalga görünümündedir. Ayrıca 
Osilatör geriliminde yarım dalga simetrisi olmadığı görülmektedir. 
Bunun nedeni devrede kullanılan Knowm memristörlerin üretim 
toleranslarından dolayı birbirinin aynı olmaması yani 
karakteristiklerinin birbirinden farklı olması olarak düşünülmüştür. 
Simülasyon sonuçları ve deneysel sonuçlar birebir örtüşmese de her 
ikisi de devrenin bir osilatör olarak çalıştığını göstermektedir. 
 
7. Simgeler (Symbols)  
 
Ag  : Gümüş 
C  : Karbon  

 
Şekil 9. 𝑅௉ = 1,55 k𝛺 potansiyometre direnci a) C = 2 𝜇F kapasitans değeri için ve b) C = 4 𝜇F kapasitans değeri için elde edilen 

osilatör çıkış gerilimi  
(The oscillator output voltage for a potentiometer resistance of 𝑅௉ = 1,55 k𝛺 and a capacitance of a) C = 2 𝜇F and b) C = 4 𝜇F) 
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𝐷  : Memristör fiziksel uzunluğu 
𝑖ሺ𝑡ሻ  : Memristör akımı 
𝑖ே௘௚  : Negatif rezistans devresinin giriş akımı 
f(x)  : Pencere fonksiyonu 
𝑔ே௘௚  : Negatif rezistans devresinin iletkenliği 
K  : Memristör için kısaltma sabiti 
𝜇௩  : Memristör iyon mobilite katsayısı 
𝑀ଵ  : Memristör 1 
𝑀ଶ  : Memristör 2 
p  : Pencere fonksiyonu üstel parametresi  
𝑅ሺ𝑥ሻ  : Memristörün memristans ya da direnç değeri 
𝑅ே௘௚  : Negatif rezistans devresi giriş direnci  
𝑅ௌభ

, 𝑅ௌమ
  : Memristör koruma dirençlerinin değerleri 

𝑅௢௡  : Minimum memristans 
𝑅௢௙௙  : Maksimum memristans 
𝑅ே, 𝑅௉, 𝑅ଵ, 𝑅ଶ : Negatif direnç devresinde kullanılan doğrusal 

dirençler 
𝑥ሺ𝑡ሻ  : Memristörün durum değişkeni 
𝑥ଵ  : 𝑀ଵ memristörünün durum değişkeni 
𝑥ଶ  : 𝑀ଶ memristörünün durum değişkeni 
𝑈ଵ  : Osilatörde kullanılan opamp 
𝑣ሺ𝑡ሻ  : Memristör gerilimi 
𝑉௖  : Kondansatör gerilimi 
𝑉௅  : Endüktör gerilimi 
𝑉ே௘௚  : Negatif direnç devresi giriş gerilimi 
𝑉ெ  : Eşdeğer memristör gerilimi 
w  : Memristörün okside olmuş kısmının boyutu 
𝑊ଵ, 𝑊ଶ  : Memristörlerin memductans değerleri 
𝑇  : Elektriksel Periyot 
𝑇௣௢௦  : Pozitif alternansın genişliği 
 
7.1. Kısaltmalar (Abbreviations) 
 
LZD  : Lineer zamanla değişmeyen direnç 
MTLO  : Memristör-tabanlı Liénard osilatörü 
SDC  : Kendinden kanal oluşturmalı 
TiO2  : Titanyumdioksit 
VDPO  : Van der Pol Osilatörü 
 
8. Sonuçlar (Conclusions) 
 
Bu çalışmada Karbon tabanlı bir Knowm memristör entegresi 
kullanılarak literatürde bir ilk olarak Karbon Knowm memristör 
tabanlı bir Liénard Osilatörü yapılmıştır. Çalışmada, önce önerilen 
devre tanıtılmış, osilatörün denklemleri verilmiş, osilatörün eşdeğer 
memristör memristansının çift fonksiyon olmasının gerektiği 
vurgulanarak ispatlanmış, devre protoboard üzerine kurulmuş ve 
deneysel olarak incelenmiştir. Bu çalışmada önerilen Liénard 
Osilatöründe koruma direnci bağlı Karbon Knowm memristörler ters 
paralel olarak bağlanmıştır. MTLO’da endüktör, kondansatör ve 
negatif direnç dönüştürücü devresi birbirine paralel olarak 
bağlanmıştır. Devreyi tanımlayan diferansiyel denklem türetilmiş ve 
Taylor serisi açılarak Liénard Osilatörü olduğu gösterilmiştir. Devre 
elemanlarının değeriyle değiştirilerek gerçekleştirilen deneyler ile 
farklı ama birbirine benzer gerilim grafikleri elde edilmiştir. Yapılan 
bu deneyler sonucunda: 
 

 Ters-paralel bağlı Karbon Knowm memristörler kullanılarak 
Lienard Osilatörü yapılabileceği ispat edilmiştir.  

 Potansiyometre direncinin ve kondansatör kapasitansının farklı 
değerleri için farklı frekansta ve şekilde gerilim ve histerezis 
eğrileri elde edildiği gözlenmiştir.  

 Elde edilen osilatör gerilimlerinde yarım dalga simetrisi yoktur. 

Bunun nedeni kullanılan memristörlerin üretim parametrelerinin 
birbirinden faklı olması olabilir.  

 Karbon memristörlerin daha doğru modellere ihtiyacı olduğu 
görülmüştür. Daha iyi modellenmiş memristör modelleri ile osilatör 
devresinin daha hassas modellenmesi mümkün olacaktır. 

 Karbon Knowm memristör HP memristör modelini ya da ideal 
memristörlerin sahip olduğu Bernoulli dinamiklerini [51] 
sağlamadığından bu makalede memristör Biolek modeli ile 
modellenmiştir ama bu modelin de bu memristörü modellemekte 
yetersiz kaldığı görülmüştür. Karbon Knowm memristörün tüm 
dinamiklerini verecek bir modele ihtiyaç duyulmaktadır [50]. Bu 
model [50]’deki veriler ve memristörün eşik gerilimi [47] göz 
önünde bulundurularak hazırlanmalıdır. Literatürde daha iyi bir 
model mevcut olduğunda, bu makaledeki analizler ters paralel bağlı 
memristörlerin kalıcı halde çift bir memristans fonksiyonuna sahip 
olması göz önünde bulundurularak yeni model için 
tekrarlanmalıdır.   

 Bazı memristör emülatörleri Karbon tabanlı Knowm memristörden 
daha yüksek hızda çalışmaktadır [52, 53]. Karbon tabanlı Knowm 
memristör bu yüksek hızlara çıkamayacağından [47, 50], bu 
çalışmada incelenen Liénard osilatör devresi ile çok yüksek çalışma 
frekanslarına çıkmak mümkün olmayacaktır. Yüksek hızlı 
emülatörleri veya diğer malzemelerden yapılmış memristörleri ters-
paralel bağlayarak daha hızlı Liénard osilatörleri yapılması 
mümkündür. [31]’de incelenen Karbon tabanlı memristör kullanan 
testere dişi sinyal jeneratörü’nün bu Liénard osilatör devresinden 
daha yüksek çalışma frekanslarında çalışabildiği görülmüştür.  

 
Bu çalışmada elde edilen tecrübeler daha farklı memristör tabanlı 
osilatörlerin ve devrelerin yapımında kullanılabilir. Bu devrede 
verilen çift memristans kullanma yöntemi başka malzemelerden 
yapılmış memristörler ile de denenerek ayrıca yeni tip Liénard 
Osilatörleri yapılabilir. Bu osilatör devresi [46]’da yapıldığına benzer 
şekilde uygun frekanstaki bir sinüsoidal kaynakla beslenerek kaotik 
sinyal üreten bir devrenin yapılması ve bu devrenin karışık moddaki 
salınımları gelecekte yeni bir araştırma konusu olabilir. 
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