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Periyodik Smir Kosullart

Bu makale, periyodik smir kosullarina sahip ikinci mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde artik sinir aglarinin kullanimini
arastirmaktadir. Calismada, adi diferansiyel denklemler i¢in mevcut
niimerik tekniklerden bahsedildikten sonra, verilen denklemlerin artik
sinir aglar1 (ResNet) ile yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu siirecte
olusturulan artik sinir modelinin egitimi asamasinda, derin 6grenmede
siklikla kullanilan ve tiirev tabanli optimizasyon algoritmalarindan olan
AdaDelta, Adam, Nesterov Momentum ve Gradient Descent gibi
yontemleri kullanarak ¢dzlime olan etkilerini incelemek ic¢in toplam
karesel hata (SSE) metriklerine odaklanan deneysel c¢alismalar
yapilmistir. Bulgularimiz, 6nerilen derin 6grenme modelinin niimerik
analizde kullanilan geleneksel sayisal ¢oziim yontemlerine karsi etkili bir

alternatif oldugunu ortaya koymaktadir.

1. GIRiS

Bu calisma; reaksiyon-difiizyon problemleri
(Wang vd., 2007) veya Giiney Okyanusu’nda
Antarktika Cevresel Akim olarak bilinen sivi akisi
problemi (Wang vd., 2021) gibi gerg¢ek diinya
problemlerini modellemek i¢in kullanilan, analiz ve
sayisal coziimleme alanlarinda calisan
arastirmacilarin ilgi konularindan biri olan periyodik
sinir deger kosullu adi diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢oziimlerinin elde edilebilmesi i¢in makine
ogrenmesi modelleri kullanilmigtir. Diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢Oziimlerini elde etmek
amaciyla Yapay Sinir Aglarinin (YSA) kullanilmasi,
geleneksel nlimerik  ydntemlere gore cok sayida
avantaj sunar. Kisaca Ozetlemek gerekirse; yapay
Sinir  Aglart  (YSA), karmasik diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri de dahil olmak {izere
fonksiyonlara yaklasima olanak taniyan bir esneklige
sahiptirler. Egitim verilerinden ¢ikarim yaparak yeni,
gozlemlenmemis veri noktalar1 i¢in hemen hemen
kesin ¢ozlimler {iretebilirler. Dolayisiyla 6zellikle
kapali formda verilen karmasik ve dogrusal olmayan
diferansiyel denklemleri ¢dzmede avantaj saglarlar.

Ayrica klasik niimerik yontemler, tanim uzay1
boyutunun yiiksek oldugu diferansiyel denklemleri
cozerken siklikla zorluklarla karsilasir. YSA
modellerinin topolojisindeki esneklik ve derinlik bu
tip problemlerin ¢6ziimiinde kolaylik saglayabilir.
Ustelik paralel programlama yontemleri ile
egitilebildiklerinden klasik sayisal yoOntemlere
kiyasla daha hizli ¢6zliim iiretebilirler.

Y SA modellerinin sundugu bir diger avantaj ise
sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi klasik niimerik
yontemler, problemin tanim bolgesinin
ayriklastirilarak bir 1zgara olusturmasini gerektirir.
Ustelik niimerik ¢dziimler sadece 1zgaranin diigiim
noktalarinda elde edilebilir. Bunun aksine, YSA'lar
1zgara olusturma ihtiyacini ortadan kaldirir, 6n isleme
stiresini azaltir, tanim bolgesinin her noktasinda
yaklagik ¢oziim iiretebilir.

Ek olarak model, egitim siireci sirasinda
verilerden uyarlanabilir bir sekilde 6grenebilmelidir.
Boylelikle keyfi parametre ve sabit adim boyutlarinin
manuel olarak ayarlanmasini gerektirebilen klasik
yontemlerin  aksine, uyarlanabilir = parametre
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yaklagimlartyla nlimerik metottan kaynakli hatay1
daha ¢ok minimize edebilirler.

Periyodik smir kosullarina sahip diferansiyel
denklemlerin ¢éziimlerini elde etmede kullanilan ve
literatiirde siklikla karsilasilan klasik niimerik
yontemler kabaca siniflandirildiginda, 6ne ¢ikan ilk
yontem olan Sonlu Farklar yonteminde, niimerik
tirevler sonlu farklarla ifade edilerek diferansiyel
denklemin ¢oziimleri olusturulan 1zgaradaki diigiim
noktalarinda saglanir. Sonlu Elemanlar yonteminde
ise karmasik geometrik yapiya sahip tanim bdlgesi
daha kiiciik boyuttaki temel geometrik sekiller
cinsinden pargalanip ¢oziim elde edilmeye calisilir.
Geleneksel yontemlerden periyodik smir deger
problemleri i¢in en uygun yontemlerden olan
Spektral veya Galerkin yontemlerinde ¢oziim
fonksiyonu agirhikh olarak trigonometrik
fonksiyonlar1 baz fonksiyon olarak kullanarak ¢6ziim
fonksiyonuna yaklasmaya calisir. Fourier serileri
yaklasiminda oldugu gibi baz fonksiyonlarin
periyodik karakteristige sahip baz fonksiyonlarin
kullanim1 ¢6ziime yakinsamay1 nispeten kolaylastirir.
Spektral ~ yontemlerin  bir alt kiimesi olan
Pseudospectral Yontemler ise genellikle Fourier
doniistimleri veya Chebyshev polinomlarin1 baz
fonksiyon = olarak  kullanirlar. Diferansiyel
denklemlerin makine Ogrenmesi yaklagimlariyla
coziilmesi literatiirdeki yeni bir fikir degildir (Giinel,
ve Gor, 2022). Ozel olarak periyodik simr deger
kosullarina sahip diferansiyel denklemlerin sinir ag1
¢Oziimleri ilizerine calisilmamistir. Lakshmikantham
(1989)’1n ¢aligmasi, periyodik sinir deger problemleri
alaninda literatlire Oncii bir katki saglamistir. Bu
calismada yazar, alt ve iist ¢oziim kavramlarindan
yararlanarak periyodik sinir deger problemleri
baglaminda ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemler ic¢in temel sonucglar ortaya koymustur.
Ayrica yazar ¢Oziilmemis sorulart tanimlayarak
sonraki arastirma c¢abalarina ilham vermistir.
Calismasinin  ardindan  arastirmacilar, bu dar
kapsamli ve heniiz yeterince olgunlasmamis problem
lizerinde c¢aligmaya baslamislardir.  Problemin
yarattigt zorlugun temel nedeni, verilen periyodik
stir  kosullar1  nedeniyle, ¢o6ziimlerin diizenli
araliklarla tekrarlanmasin1  gerektirmesidir. Bu
gereklilik, hem ¢oziim fonksiyonunun hem de
tirevlerinin  stirekliligin ~ korunmasint  zorunlu
kildigindan ¢6ziim varlik ve tekliginin gosterilmesini
zorlastirmaktadir. Dolayisiyla literatiirdeki
calismalar, agirlikli olarak Tanim 1 ile genel hali
tanimlanan periyodik sinir deger problemlerinin belli
bir siifin1 kapsar. Bu c¢aligmada ise, diferansiyel
denklemlerin 6zel bir sinifi olan ve Tanim 1 ile ifade
edilen periyodik sinir kosullarina sahip diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢o6ziimleri elde edilmeye
calisiimistir.

Tamm 1. t € Q c R bagimsiz degisken, u, x
degiskenine bagimli bilinmeyen fonksiyon f:Q X
R — R bir Carathéodory fonksiyonu olsun.
u'(x) = f(x,u(x),u’(x)),x € 0 =[a,b]
{u(a) = u(b), (D
u'(a) = u'(b)

esitlikleri taniml1 denkleme 2. mertebeden periyodik
sinir kosullu adi diferansiyel denklem denir.

Lakshmikantham (1989), (1) esitliginin bir 6zel
formu olarak f € C[QX R,R] olmak iizere
Q = [0,27] igin,

—u" = f(x,u),x € Q=1[0,2n]
u(0) = u(2m), (2)
u'(0) =u'(2m)

bicimindeki ikinci mertebeden periyodik sinir deger
kosullu diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
varlig1 izerine ¢aligmistir.

Hu ve Lakshmikantham (1989) bu arastirmayz,
bircok ger¢ek diinya uygulamasinda evrimsel
stireclerin karakteristigi olan diirtiisel etkileri iceren
birinci mertebeden diferansiyel denklemler ig¢in
periyodik sinir deger problemlerini kapsayacak
sekilde genisletmistir. Nieto (2002), birinci
mertebeden dogrusal olmayan impalsif diferansiyel
denklemler i¢in periyodik sinir deger problemlerinin
coziilebilirligini arastirmistir. He ve He (2004)
yilinda monoton iteratif yaklagimi kullanarak birinci
mertebeden impalsif integro-diferansiyel denklemler
icin dogrusal periyodik smir deger problemlerinin
minimum ve maksimum ¢dziimlerini aragtirmiglardir.
Ardindan Liu (2007), birden fazla pozitif ¢oziime
sahip birinci dereceden periyodik sinir deger
problemlerinin varligin1 gostermek icin Leggett-
Williams teoremini ve sabit nokta teoremini koni
genislemesi ve sikistirmasii birlikte kullanmustir.
Ayrica, Geng vd. (2008) zaman skalasinda birinci
mertebeden periyodik sinir deger problemleri i¢in
klasik alt ve iist ¢6ziim yaklagimini genisletmislerdir.

Takip eden yillarda arastirmacilar problemin
kapsamini ikinci mertebeye genigletti. Taddei ve
Zanolin (2007), Mawhin'in siireklilik ilkesini
kullanarak dogrusal olmayan ikinci mertebeden
periyodik smir degeri problemlerine basarili bir
sekilde ¢oziimler tiiretmistir. Graef vd. (2008), ikinci
mertebeden periyodik sinir degeri problemleri i¢in
Green fonksiyonuna giivenmeden negatif olmayan
cOzlimler gosterdiler. Agarwal vd. (2010) sabit nokta
teorisini kullanarak ikinci mertebeden periyodik sinir
degeri problemlerine pozitif ¢oziimler belirlemistir.
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Fu ve Wang (2010) ve Wang vd. (2011) bu tiir
problemlerin ¢oziimiinii aciklamak i¢in iist ve alt
¢ozlim yontemini vurgulamiglardir. Zhao vd. (2014),
diirtiilerle ikinci mertebeden periyodik sinir degeri
problemleri i¢in ¢oklu pozitif ¢oziimler gosterdiler.
El-Sayed ve Gaafar (2018), periyodik sapmalara
sahip ¢ok noktali sinir kosullari, periyodik integral
sinir kosullar1 ve periyodik yerel olmayan integral
kosullar1 dahil olmak {izere ii¢ tiir sinir kosulu i¢in
¢Oziimler olusturmuslardir.

Literatiirde, yiiksek mertebeden periyodik sinir
deger problemleri ile ilgili caligmalar da
bulunmaktadir (Aftabizadeh, Xu ve Gupta, 1990;
Omari ve Trombetta, 1992; Cabada, 1995; Kong vd.,
2001; Sun ve Liu, 2005; Chu ve Zhou, 2006;
Baslandze ve Kiguradze, 2006; Mukhigulashvili,
2007; Hall, 2008; Yu ve Pei, 2010). Ancak bu tip
problemler mertebe diisiirme yontemi kullanilarak
rahatlikla diferansiyel denklem sistemine
dontstiiriilebileceginden bu c¢alismanin ilgi alanina
girmemektedir. Ayrica, son yillarda kismi tiirevli
diferansiyel denklem iizerinde periyodik sinir deger
problemleri iizerinde c¢alisma egilimi olmustur
(Bikchantaev, 2020; Kulikov ve Kulikov, 2021).

(1) ve (2) esitlikleri ile verilen formdaki
periyodik smir deger problemlerinin niimerik
¢oziimlerinin elde edildigi bu caligmanin 2.
Boliimiinde; denklemi bir makine 6grenmesi modeli
ile ¢ozmek icin gerekli sinir kosullarmi saglayan
deneme fonksiyonu fonksiyonunun nasil
iretildiginden bahsedilecek ve ¢alismada tercih
edilen Artik Yapay Sinir Aginin en iyilestirilmesi i¢in
literatiirde kullanilan tlirev tabanli optimizasyon
algoritmalarindan kisaca bahsedilecektir. Boliim 3 ile
calismada ¢oziimii  gergeklestirilen Orneklere ve
deneysel c¢alismalardan elde edilen bulgulara yer
verilecektir. Bolim 4 kullanilan yOntemlerin
karsilastirilmalarindan  elde  edilen  bulgularin
tartisildigr ve yorumlandigi sonug¢ boliimiidiir. Bu
boéliimde ayrica bazi agik problemlere deginilmistir.

2. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde Dirichlet kosulu saglayan
diferansiyel denklemlerin ¢0ziimii i¢in bilinen
optimizasyon algoritmalarindan GMO algoritmasi
anlatilacaktir.

2.1. Hermite Interpolasyonu ile Deneme
Fonksiyonu Formunun Belirlenmesi

Hermite interpolasyonu, i = 0,1, ..., n i¢in x; €
[a, b] noktalar1 i¢in x; noktalarinda bilinmeyen bir f
fonksiyonunun degerlerini ve bu noktalardaki tiirev
degerlerini kullanarak f  fonksiyonunu yaklasik
olarak temsil etmek i¢in kullanilan bir interpolasyon
yontemidir ve genel olarak Vx € [a, b] icin f(x) =
H(x) olacak sekilde Hermite interpolasyon polinomu
H(x), (3) denklemi ile tanimlanir.

H(x) = X olhi () f (x) + ki () f ' (x)] 3)

Esitlik (3) ile goriildiigii lizere interpolasyon
polinomu tanimh h;(x) ve k;(x) Hermite baz
fonksiyonlariin lineer bilesimlerinin toplami olarak
ifade edilebilir ve bahsi gegen baz fonksiyonlar1 (1)
denkleminde verilen sinir kosullar1 kullanilarak
Boliinmiis Farklar tablosuyla belirlenebilir. Bu
amagcla,

u(a) =ub) =4 ve u'(a) =u'(b) =B

periyodik smir kosullarma sahip ikinci mertebeden
adi diferansiyel denklem ig¢in Oncelikle kuadratiir
diigimlerini x, = a ve x; = b olarak belirledikten
sonra

Z():Zl:xo V622:Z3:x1

noktalarindan olusan yeni kuadratiir kiimesi
olusturulur. Ardindan i = 0,1, ..., n i¢in 0. dereceden
boliinmiis farklar f[z;] = f(z;) ve 1. dereceden
boliinmiis farklar ise (4) esitligi ile tanimlanir.

f'(zy), Zip1 = Z;ise
flzi, z141] = [@ie)=F @) ppeihalde @)
Zi+1~Zi

Cizelge 1: ikinci mertebeden periyodik simnir kosullu adi diferansiyel denklem i¢in Boliinmiis Farklar tablosu.

3 zi | ulz] | ulz;, 2i4q] | w2, Zi41, Ziso] | W20 Zis1, 2140, Zigs]
0 |a| 4 B —B
b—a (b — a)?
1 |a] 4 0 B
b—a
2 b A B
3 b A

En genel haliyle, m € Z* igin Vx; noktasi igin
Zim = Zim+1 = = Z(i+1)m—1 = X; olacak sekilde

yeni kuadratiir diiglimleri kiimesi olusturulur ve m.
dereceden bolinmiis farklar ise (5) esitligi ile
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tanimlanir.
i) i = 0ise
_ m! '
f[Z“ e ZHm] - flzZis v Zigml=flZis e Zizm—1] Aksi halde (5)
Zitm=Zi ’

Ardindan boliinmiis farklar tablosu kullanilarak
Hermite interpolasyon polinomu (6) denklemi
tanimlandig1 haliyle insa edilebilir.

H(2) = Xolflz0, . 2) 125 (2 = )} (6)

(1) denkleminde verilen sinir kosullar1 ve (5)
esitligi ile tanimli boliinmiis farklar kullanilarak
Cizelge 1°de wverilen boliinmiis farklar tablosu
olusturulur.

Bu durumda Cizelge 1 ve (6) denklemi
kullanilarak (1) esitligi ile tanimli periyodik sinir
deger problemi i¢cin Hermite interpolasyon polinomu
(7) esitligi ile ifade edilir.

H(z) =A+B(z—a)—b_a(z—a)2
+ s (2~ ) (x ~ b) (7)

Esitlik (7) ile tanimli Hermite interpolasyon
polinomunun ilgili problemin tim sinir kosullarin
sagladigi rahatlikla goriilebilir ve dolayisiyla makine
O0grenmesi modeline bagimli ve smir kosullarini
saglayan deneme ¢Oziimii fonksiyonu ur(x) in
formasyonu (8) denklemi ile tanimlanur.

ur(x) = H(x) +5 (x — @)?(x — b)2. model(x, W) (8)

Ozel olarak (2) denklemi ile tanimli smir
deger problemi i¢in deneme ¢oziimii formasyonu

B B
_ 2 2
ur(x) —A+Bx—2nx +2n2x (x —2m)

+ %xz (x — 2m)?. model(x, W)

haline doniiglir. (8) denkleminde x € Q makine
ogrenmesi modelinin girdisi ve d modelin bilinmeyen
parametre sayisina bagli problem uzayr boyutunu
temsil etmek lizere W e [-1,1]¢ modelin
bilinmeyen agirlik ve esik degerlerini temsil eden
satir vektortidiir.

Vx €Q icin ur(x) = u(x) olacagindan
e(x) = lu(x) —ur(x)| mutlak hata miktar1 elde
edilir. Ancak ger¢ek c¢coziim fonksiyonu olan u
bilinmediginden ve deneme ¢oziimiiniin (1) esitligini
yaklasik olarak saglamasi gerektiginden, maliyet
fonksiyonu olarak araligin parcalanisindan elde

edilen diiglim noktalarinda (9) esitligi ile verilen
toplam  karesel hata  degeri  kullanilarak
hesaplanmustir.

2
SSE(x, W) = Yreq <% — f (2 ur(o), %)) ©)

Dikkat edilirse (9) esitliginde tanimli maliyet
fonksiyonu, deneme ¢oziimii fonksiyonunun x girdi
degiskene gore birinci ve ikinci mertebeden
tiirevlerinin hesaplanmasini gerektirir. Calismada bu
tirevler yeterince kiiciik bir h > 0 sabit adim
uzunlugu i¢in sirasiyla (10) ve (11) esitliklerinde
verildigi haliyle 2. mertebeden yakinsama saglayan
niimerik tiirev yaklasimiyla hesaplanmaistir.

Odur _ ur(x+h)-ur(x—h) 2
- T 0(h*) (10)

0%ur  ur(x+h)—2ur(x+h)+up(x—h
T = DD L or?) (1)
Esitlik (9)’dan goriilecegi iizere maliyet
fonksiyonu sadece girdi degiskenine bagli degil ayni
zamanda makine 6grenmesi modelinin bilinmeyen
agirliklar ve esik degerlerini iceren W vektoriine
baglidir. Dolayisiyla periyodik sinir deger problemini
cozecek makine Ogrenmesi modelini belirleme
belirleme (12) denklemiyle belirlenen global
optimizasyon problemine doniigmiis olur.
W* = argmin {E(x,W)| x € Q} (12)
we[-1,1]4
Bu calismada, (8) denkleminde ifade edilen
makine 6grenmesi modeli, model(x, W) Artik Sinir
Ag1 (Residual Neural Network, ResNet) olarak
belirlenmigtir. Daha farkli sinir ag1 modellerinin
secimi uygundur ve farkli bir calismaya konu
edilebilir. Mevcut calismamizda ResNet modelinin
egitiminde kullanilan tiirev tabanli optimizasyon
algoritmalarinin ¢6ziime olan etkisi aragtirilmigtir.
Her ne kadar farkli tipte siniflandirma, tahminleme ve
kiimeleme problemleri i¢in optimizasyon
algoritmalarinin karsilastirilmasini igeren
arastirmalar (Akila ve Anitha, 2019; Tian, Zhang ve
Zhang, 2023) mevcut olsa da calismada gegen
problemin ¢d6ziimii i¢in bu tip bir inceleme
yapilmamustir. Caligmada derin O0grenme
modellerinin en iyilestirilmesinde siklikla kullanilan
giincel optimizasyon yaklasimlarindan Gradyen
Diistim, Momentum, Nesterov Momentum,
RMSProp, AdaDelta, AdaGrad, AdaMax ve Adam
yontemleri kullanilmigtir. Yontemlerin tanimlarina
ilgili literatiir caligmalarindan erisilebilir (Kingma ve
Ba, 2014; Fatima, 2020).
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Takip eden bolimde (1) ve (2) ile tanimh
periyodik smir deger problemlerine Ornekler ve
deneysel calismalardan elde edilen bulgulara yer
verilmistir.

3. BULGULAR VE TARTISMA

Calismada en basit haliyle 6nce (2) formundaki
ikinci mertebeden lineer periyodik sinir deger
problemine 6rnek verilmistir. Ardindan daha genel
olarak (1) ile tanimli lineer olmayan bir periyodik
sinir deger problemi Onerilen yontemle ¢oziilmiistiir.
Deneysel calismalarin  tiimiinde oncelikle i =

0,1,..,N =15 igcin olacak sekilde x; =%T olacak

sekilde [0,27] araliginin pargalanisi elde edilmistir.
Elde edilen 16 kuadratiir diigiimii ResNet modelinin
egitimi i¢in kullanilmistir. Test agsamasinda ise aralik
icinde rassal olarak iiretilen noktalarda ¢o6ziim
aranmistir. Tim Orneklerde karsilastirmanin daha
saglikli yapilabilmesi i¢in ayni ag topolojisi ve
parametre degerleri kullanilmistir. ResNet modeli bir
girdi, 5 ara katman ve 1 ¢ikti1 katmanindan olusur. Ara
katmanlarin  tliimiinde altisar proses elemani
kullanilmig ve modelin atlama indeksi 3 olarak
belirlenmistir. Bdylelikle model toplamda 229
baglant1 icerir ve agin proses elemanlar1 arasindaki bu
baglantilarin agirliklarin1 temsil eden satir vektori
W € [—1,1]??° olarak belirlenmistir. Ag katmanlar
arasinda gecisi diizenleyen aktivasyon fonksiyonu
ReLU (Rectified Linear Unit) olarak se¢ilmistir.

Optimal W* vektoriiniin belirlenebilmesi igin
agin egitimine baslanmadan ilk deger atamas1 yapilir.
Agin ¢oziime yakinsadigini gosterebilmek icin her
defasinda farkli baglangi¢ degerlerine sahip W
vektorleri kullanilarak islem 10 kez tekrarlanmugtir.
Agin egitim siirecinin sonunda elde edilen ve (9)
esitligi ile tanimli maliyet fonksiyonu degerlerinin
ortalamasi ve standart sapmalar1 hesaplanmaistir.

Agin egitim asamasinda durma kriterleri olarak
belirlenen maksimum iterasyon sayis1 1000, ardisik
iki iterasyonda olusan mutlak deger degisimi

tolerans degeri ve bagil hata tolerans degeri 10712 ile
sinirlandirilmistir. Ek olarak, (10) ve (11) esitlikleri
ile taniml1 niimerik tiirev hesaplamalarinda sabit adim
uzunlugu h = 0.05 olarak almmistir. Tim bu
kisitlamalar altinda, iki farkli periyodik sinir deger
problemi i¢in tiirev hesab1 gerektiren sekiz farkli

optimizasyon yonteminin karsilastirilmast
yapilmuistir.
Ornek 1.

—u"" =u, x € [0,2m]

u(0) = u2m) =0, (13)

W(0)=u(Q2r) =1

(13) denklemi ile tanimli periyodik sinir deger
probleminin ger¢ek ¢oziimiinin u = sin(x) oldugu
kolaylikla gosterilebilir. Cizelge 2 ve Cizelge 3
ResNet aginin farkli optimizasyon yontemi ile egitimi
sonucu elde edilen mutlak hata degerlerinin
sonuglarmi gostermektedir. Cizelge 2 ile problemin
tanim bolgesinin ayriklagtirllmasindan elde edilen
egitim kiimesi i¢inde yer alan noktalarda olusan
mutlak hata degerleri listelenmistir. Cizelge 3 ise
[0,2m] araliginda rastgele iiretilen noktalarda
hesaplanan niimerik ¢éziimlerde olugan mutlak hata
miktarlarini gosterir.

(13) ile taniml periyodik sinir deger problemi
i¢cin Onerilen yontemden elde edilen yaklasik ¢6ziim
grafikleri Sekil 1°de gosterilmistir.

Cizelge 2, Cizelge 3 ile (13) denkleminin farkl
baslangic degerlerine sahip W parametre vektorii ile
olusturulan ResNet agmin 10 kez calistirilmasi
sonucu elde edilen en iyi sonuglara dair mutlak hata
degerleri ve Sekil 1°de ise niimerik ¢oziim grafikleri
verilmigtir.

Cizelge 2: (13) esitligi ile tanimli lineer periyodik sinir deger problemi i¢in egitim kiimesindeki bazi noktalarda elde edilen

mutlak hata miktarlari.

Gradyan Nesterov

X Adam  AdaDelta AdaGrad  AdaMax Diigiim Momentum Momentum  RMSProp

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
/8 0.191 1.872 6.584 0.198 0.621 0.000 0.000 0.285
3n/8  0.409 5.653 13.472 0.425 1.978 0.120 0.525 0.685
57/8  0.335 9.135 14.143 0.352 3.393 1.304 1.695 0.768
7m/8  0.007 8.827 8.193 0.004 4.247 0.154 2.951 0.488
In/8  0.347 3.725 0.259 0.335 4.071 0.009 3.743 0.090
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117/8

137/8

157/8
21

0.417
0.194
0.000
0.000

9.757
5.658
0.000
0.000

4.255
2.938
0.000
0.000

0.408
0.191
0.000
0.000

2.800
1.005
0.000
0.000

0.137

0.158
0.0640

0.000

3.629 0.137
2.517 0.098
0.908 0.000
0.000 0.000

Cizelge 3: (13) esitligi ile taniml1 lineer periyodik sinir deger problemi i¢in bazi test noktalarinda elde edilen mutlak hata

miktarlari

Gradyan Nesterov
X Adam AdaDelta AdaGrad AdaMax Diisim Momentum Momentum RMSProp
0.330 0.000 0.384 0.000 0.000 0.125 0.084 0.105 0.0640
0.992  0.044 2.784 1.390 0.046 0.936 0.576 0.793 0.404
1.653  0.266 6.065 9.712 0.275 2.135 1.147 1.832 0.713
2.314 0419 8.987 13.912 0.434 3.328 0.158 2.892 0.774
2976 0.351 10.638 14.300 0.364 4.141 0.045 3.640 0.567
3.637 0.082 0.549 9.803 0.086 4.272 0.093 3.793 0.230
4299 0.234 7.798 3.044 0.230 3.588 0.166 3.212 0.051
4960 0.416 9.502 2.566 0.412 2.242 0.136 2.019 0.149
5.621 0.365 4.361 4.434 0.363 0.750 0.047 0.678 0.078
6.283 0.147 0.000 2.352 0.146 0.000 0.000 0.000 0.000

Numerical Solution of Adam

Solution

Numerical Solution of AdaMax

()

Solution
-3

Solution

of Nesterov Momentum

e Exact Srhiion

©  Numeicnl Solutin for riving et
4 Wumerical Souten for testing set

®

Solution

Ornek 2. ikinci mertebeden lineer olmayan,

W) =uu"+20<x<2m

u(0) = u(2

wW(0)=u(Q2r) =1

m)=1

Solution

&

Numerical Solution of AdaDolta

(14)

Solution

Solution

Numerical Solution of AdaGrad
e

(©

Numerical Solution of Momentum

(e)

Numerical Solution of RMSprop

Solution

®
Sekil 1: (13) esitligi ile tanimli periyodik simir deger problemi i¢in ResNet modelinin ¢dziim grafikleri (a) Adam,
(b) AdaDelta, (c) AdaGrad, (¢) AdaMax, (d) Gradyan Diisiim, (¢) Momentum, (f) Nesterov Momentum, (g) RMSProp

| Exact Sohsion
O Numerian Soktion for tranirg set
# _ humerical Soution for testing set

periyodik sinir deger probleminin genel ¢ézimii
seklindedir. Bu problem igin

u =cosx +sinx
Hermite interpolasyonu yardimiyla insa edilen
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1 1
_ 2 2
uT—1+x—2nx +2n2x (x — 2m)

+ %xz(x —2m)%Net(x, W)

deneme fonksiyonu kullanilmistir (isman, 2014).
ResNet modelinden egitim ve test kiimeleri i¢in elde
edilen mutlak hatalar sirasiyla Cizelge 4 ve Cizelge
5’de sunulmustur. (14) ile tamiml ikinci mertebeden
lineer olmayan periyodik sinir deger problemi igin
onerilen yontemden elde edilen yaklasik ¢6ziim grafikleri
Sekil 2’de gosterilmistir.

Cizelge 4, Cizelge 5 ve Sekil 2'de, (14)
denklemi ile tanimli lineer olmayan sinir deger

problemi i¢in baslangicta farkli W parametre vektorii
ile olusturulan ResNet aginin 10 kez calistirilmast

sonucunda elde edilen en iyi sonuglara ait mutlak
hata degerleri ve sayisal ¢oziim grafikleri
sunulmustur.Calismada tizerinde calisilan her iki
ornek de farkli baslangi¢ agirliklariyla olusturulmusg
ResNet modeli ile 10 kez ¢ozlilmiis ve (13) ve (14)
esitlikleri ile tanmimli periyodik siir deger
problemlerinin ¢oziimlerinden elde edilen SSE
degerlerinin ortalamasi ve standart sapmalar1 Cizelge
6 ile 6zetlenmistir.

Cizelge 4: (14) esitligi ile tanimli lineer olmayan periyodik sinir deger problemi igin egitim kiimesindeki bazi noktalarda

elde edilen mutlak hata miktarlar1.

Gradyan Nesterov

x Adam  AdaDelta AdaGrad AdaMax Diigiim Momentum Momentum RMSProp

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
/8 0.096 0.000 2.133 0.101 0.000 4.252 3.227 0.569
3n/8 0.572 10.816 2.726 0.589 1.361 12.205 9.191 1.962
57/8  1.341 22.205 5.694 1.368 3.707 18.623 13.913 1.775
7n/8  1.966 20.048 1.779 2.000 5.345 20.745 15.386 0.3470
9r/8  2.012 6.079 1.499 2.046 5.638 17.945 13.235 0.643
11z/8 1.386 9.463 0.904 1.411 4.667 11.383 8.369 0.467
137/8 0.475 15.615 2.042 0.485 2.885 3.869 2.843 0.943
157/8 0.000 8.596 0.000 0.000 0.977 0.000 0.000 0.000

2 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Cizelge 5: (14) esitligi ile tanimli lineer olmayan periyodik sinir deger problemi i¢in bazi test noktalarinda elde edilen

mutlak hata miktarlari

Gradyan Nesterov
x Adam AdaDelta AdaGrad  AdaMax Diigiim Momentum Momentum RMSProp
0.330 0.009 2.657 0.879 0.010 0.294 0.895 0.682 0.107
0.992 0.179 14.715 2.644 0.187 1.973 6.246 4.731 0.878
1.653 0.645 22.693 2.058 0.663 3.932 13.020 9.796 2.132
2314 1.300 20.521 6.722 1.326 5.290 18.378 13.735 1.890
2.976 1.872 9.557 1.644 1.904 5.692 20.715 15.386 0.249
3.637 2.078 4.321 2.082 2.114 5.148 19.512 14.417 0.576
4.299 1.786 14.040 1.051 1.817 3.888 15.172 11.170 0.182
4.960 1.099 14.656 0.098 1.119 2.257 8.934 6.565 0.639
5.621 0.351 6.760 1.855 0.358 0.726 2.870 2.110 0.815
6.283 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Cizelge 6: (13) ve (14) periyodik sinir deger problemleri i¢in ortalama SSE degerleri

Ornek 1 (SSE)

Ornek 2 (SSE)

Yontem Egitim Kiimesi Test Kiimesi Egitim Kiimesi Test Kiimesi

Adam 7.556 x 1072 £3.109 x 10~* 7.556 x 1072 £3.281x 107* 1.461 £5.707 x 1072 1.461+ 5.708 x 1072
AdaDelta 4.266 x 102 £9.294 x 10? 4.277 X 10% £9.333 x 102 3.058 x 10% +4.946 x 102 3.065% 102 + 4.956 x 102
AdaGrad 0.457 x 10% +4.470 x 102 0.472 x 102 + 4.468 x 102 1.619 x 102 +2.117 x 10?2 1.620 x 102 +2.120 x 102
AdaMax 0.564 x 1072 +£4.549 x 1074 0.564 x 1072+ 4.551 x 1074 1.487 £5.059 x 107* 1.487 +£5.059 x 107*
Gradyan Diisiim 1.961 x 102 £2.954 x 102 1.961x 102 £2.954% 102 2415 x 102 +2.512 x 102 2415 x 102 £2.513 x 102
Momentum 1.550 x 102 + 1.887 x 102 1.553x 102 + 1.887 x 102 2.550 x 103 +5.295 x 103 2.550 X 103 +5.295 x 103

Nesterov Momentum
RMSProp

2.720 x 102 +2.644 x 10?2
1.457 x 101 +2.125 x 10*

2.720 x 102 +2.644 x 102
1.454 x 101 £2.137 x 10*

6.222 X 10 £ 1.019 x 102
9482 x 102 +1.809 x 102

6.255 x 101 +1.019 x 102
9437 x 102+ 1.797 x 10?2
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Solution

Solution

®

4. SONUC

Bu c¢alismada diferansiyel denklemlerin
¢oOziilmesi giic olan problemlerinden biri olarak
periyodik sinir kosullu adi diferansiyel denklemlerin
cozlimleri makine 6grenmesi yaklagimlari ve derin
O0grenme aglarinda kullanilan en iyilestirme
yontemleri ile elde edilmeye calisilmistir.
Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar ve sonlu
elemanlar gibi geleneksel yoOntemlerle niimerik
cOziimleri elde edilirken genellikle problemin tanim
bolgesinin ayristirilmast yoluna gidilir. Istenilen hata
payiyla ¢oOziime yakinsama saglanmasi igin
ayriklagtirma yoluyla olusturulan 1zgaranin ¢ok
sayida diiglim noktasi igermesi gerekir ve bu siireg
olduk¢a maliyetlidir. Bununla birlikte klasik
yontemler sadece diiglim noktalarinda yaklasik
¢ozlim sunarken sinir ag1 modelleri tiim tanim bolgesi
iizerinde bir ¢Oziim sunarlar. Calismada Artik Sinir
Ag1 kullanilmasinin tercih edilmesinin temel sebebi
budur.

Periyodik
denklemlerin

kosullu
makine

diferansiyel
O0grenmesi

sinir
¢Ozlimiinde

e
Solution

Solutien

®
Sekil 2: (14) esitligi ile tanimli periyodik simir deger problemi i¢in ResNet modelinin ¢dziim grafikleri (a) Adam,
(b) AdaDelta, (c) AdaGrad, (¢) AdaMax, (d) Gradyan Diisiim, (¢) Momentum, (f) Nesterov Momentum, (g) RMSProp

modellerinin ¢alismanin Giris bdoliimiinde bahsi

gecen klasik niimerik yontemlerle karsilastirilmasi
ayr1 bir caligma konusu olacaktir.

Coziimii  gergeklestirilen orneklerden ilki,
lineer yapida olan ve ¢ézlimiin varlig teorik olarak
ispatlanabilen ikinci mertebeden periyodik smir
problemidir. ikinci &rnekte verilen problemin formu
icin ise ¢Oziimiin var ve tek olduguna dair teorik
calismalar heniiz yeterli diizeyde degildir. Bu 6rnek
gercek ¢coziimden yola ¢ikilarak tiretilmistir. Cozlime
yakinsamada karsilagilan en biiytik giicliik; periyodik
sinir kosullarindan kaynakli olarak belli araliklarla
stirekli ¢ozilim degerinin kendini tekrarlamasidir. Bu
durum toplam karesel hata miktarinin yeterince
diismemesine neden olmaktadir. Ustelik ¢alismada
¢Oziilen problemler i¢in ¢6ziim fonksiyonunun
periyodu sinirli tutulmustur. Coziim fonksiyonunun
periyodu daha yiiksek olan Ornekler i¢in g¢alisma
tekrarlanabilir. Bu durumda hata miktarinin daha ¢ok
artabilecegi tarafimizdan Ongoriilmektedir.
Karsilagtirilmas: yapilan optimizasyon yontemleri
arasindan performans degerlendirilmesi yapildiginda
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tek basina hangi ydntemin ayristigini sdylemek
giictiir. Ornek 1 ve Ornek 2 icin Adam, AdaMax ve
nispeten RMSProp yoOntemleri ¢oziime daha iyi
yakinsama gosterse de hangi optimizasyon
yonteminin genelleme yapmak dogru olmaz.
Problemin lineerligi, mertebesi ve derecesi, periyodu,
sinir  kosullarina goére optimizasyon yonteminin
uygunlugu degisir. Bu asamada onerilen, ¢alismada
kullanilan tiirev tabanl yaklasimlarin optimizasyon
probleminin yiiksek boyutundan kaynaklanan yerel
minimumlarda  takilma  olasilifi ~ nedeniyle
popiilasyon tabanli  heuristik en iyileme
yontemlerinin kullanilmasidir.

Her ne kadar calismada yapilan c¢oziimii
gerceklestirilen problemlerde gozlenmese de, yapay
sinir aglarinin egitim silirecinde egitim verilerine
gereginden fazla uyum saglayip genelleme
yeteneklerini  kaybedebilecegi mutlaka dikkate
alinmalidir. Bu durumda test verileri i¢in agin iirettigi
sayisal ¢oziim gercek c¢oOzlimlerden fazlaca
uzaklagabilir. Bu zorlugun iistesinden gelmek i¢in
tez, toplu Ogrenme (batch learning) yaklagimi
kullanilabilir.

Calismada  kullanilan  ResNet  makine
ogrenmesi modelinin, periyodik smir deger
problemlerini ¢b6zerken, ¢6ziim fonksiyonunun
periyodik yapisindan dolay1 tekrarli davraniglarin
tanimlamada  yeterli  diizeyde  egitilemedigi
goriilmiistiir. Bunun temel nedeni olarak, modelin
topolojisi ¢ok yalin ise agmn istenilen c¢oziimleri
tiretemedigi veya tersine Onerilen model oldukg¢a bir
karmasik topolojiye sahipse bu kez de agin egitimi
cok maliyetli olacagt yorumuna ulasilmigtir.
Calismada  Onerilen model sezgisel olarak
belirlenmigstir. Go6zlendigi iizere, periyodik smnir
kosullu diferansiyel denklemi ¢6zebilecek ideal
yapay sinir ag1 topolojisini belirlemek oldukga
giictiir. Haliyle elde edilen bulgularin optimal
sonuglar oldugu sdylenemez ve Onerilen modelden
daha 1yi ¢6ziim iireten daha farkli topolojiye sahip bir
sinir ag1 modeli bulunmasi daima olasidir. Bu
asamada tarafimizdan Onerilen, bagimsiz alt yapay
sinir aglar1 siirisii ve siirii zekas1 yaklagimlart ile
optimal ag topolojisinin belirlenmesidir.
Olusturulacak siirii zekasi yaklasimi i¢in siiriideki
ajanlar; yapay sinir agimin tiirii ve topolojisi, girdi
verisinin kodlanmasi1 ve uygulanacak normalizasyon
teknigi, agin ara katman sayisi, ara katmanlardaki
ndron sayisi, aktivasyon fonksiyonu, maliyet
fonksiyonu, agin ¢ikti formatinin belirlenmesi, ag
agirliklarimin - baglangig degerlerinin  belirlenmesi

yontemi gibi bilesenler ile karakterize edilip bu
bilesenlerin optimal degerleri belirlenmelidir.
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